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Abstrakt

Bastak Duran Martin, Dejiny nekoneénych radov (diplomova praca), Univerzita Komenského
v Bratislave, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky, Katedra Matematickej analyzy a
numerickej matematiky, Veduci diplomovej prace: Doc. RNDr. Ladislav Kvasz, Dr.,

Bratislava, 2009.

Diplomovéa praca sa zaoberd dejinami nekone¢nych radov. Spractiva vyznamné objavy od
starovekého Egypta a Mezopotamie cez staroveké Grécko, stredoveku Eurdpu a Novoveku
Eurdpu, ktoré¢ formovali tedriu radov. V praci su obsiahnuté a komentované jednotlivé
vypocty starych matematikov. Sucast'ou prace su aj ich kratke zivotopisy. V zéavere je kratke a
prehl'adné zhrnutie jednotlivych objavov zahrnutych v tejto praci a objavy st zakreslené na

¢asovu os.

KPucové slova: nekonecné rady, dejiny matematiky, postupnosti



Abstract

Bastak Duran Martin, History of infinite series (diploma thesis), Comenius University in Brat-
islava, Faculty of Mmathematics, Physics and Informatics, Department of mathematical ana-
lysis and numerical mathematics, Supervisor: Doc. RNDr. Ladislav Kvasz, Dr., Bratislava,

2009.

This diploma thesis deals with the history of infinite series. It handles the significant
discoveries from ancient Egypt and Mesopotamia through the ancient Greece, medieval
Europe, Modern Europe, until the 19" century, when the theory of infinite series was formed.
The thesis covers and comments individual calculations stemming from different eras of the
history of mathematicians. Part of this diploma thesis contains also short biographies. In the
conclusion a short summary of the various discoveries included in this thesis are outlined on

the time axis.

Keywords: infinite series, history of mathematics, sequences
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Uvod

Predmetom mojej prace je vyvoj nekonec¢nych radov v dejindch matematiky. Touto témou
sa celostne zaoberali napriklad Pavel Trojovsky v ¢lanku Koreny a vyvoj pojmu konvergentni
ciselna rada (Trojovsky 1996) a Ladislav Kvasz v ¢lanku Dejiny mocninnych radov (Kvasz
1994). V knihe od Johna Stillwella Mathematics and its history (Stillwel 2004) je kapitola
Infinite Series venovana dejindm nekonecnych radov. Formalna definicia nekone¢ného radu,

pouzivand v suc¢asnej matematike je nasledovna:

»Definicia: Nech 0 = (an) je l'ubovolné realna postupnost’. Radom
(ur¢enym postupnost’ou o) nazyvame usporiadant dvojicu (0! ,s(0 )) , kde

S(a ) je postupnost’ s n-tym ¢lenom

s,=a,tat..ta,

Tento rad oznadujeme znakom S(a,). Hovorime, Ze &islo @, je n-tym
¢lenom radu a ¢islo §, jeho n-tym ¢iastoénym suctom. Ak postupnost’

(S,,) ma limitu v R , oznaGujeme ju symbolom

Ked postupnost’ (s,) konverguje a lims, = s hovorime, ze rad S(a,)
konverguje a ma sucet s. Ak postupnost’ (Sn) nekonverguje (tj. nema

vlastnu limitu), hovorime, e rad S(a,) diverguje.” (Kosmak 1984, s.

100)

Z definicie vidime, ze postupnost ako matematicky objekt je Uzko spojend s pojmom
kone¢ného i1 nekone¢ného radu. Pri radoch je dolezité skumat’ to, ¢i existuje sucet tohto radu
alebo nie. V dejinach matematiky sa najprv objavuji rady kone¢né pricom matematické tlohy
boli viac praktické ako teoretické. Kde sa ¢lovek v praxi méze stretnut’ s nekonecnym alebo
kone¢nym radom? S kone¢nym radom sa mdze stretnut’ v prirode. Napriklad keby existovala

paprad’ so siedmimi vyhonkami a na kazdom vyhonku by bolo d’alSich sedem vyhonkov a tak



d’alej, tak pocet vyhonkov by tvoril geometrickt postupnost’ teda 7+ 72+ 77+ 7%+ 7°+ ..
Z tejto postupnosti by sme mohli zostavit’ kone¢ny rad, ktory by urcoval pocet vSetkych
vyhonkov. Podobné ulohy sa vyskytuji na Egyptskom Rhindovom papyruse a u Fibonacciho ,
ktoré v d’alSej casti diplomovky uvediem. V matematike sa nekonecné rady vyuzivaju

napriklad pri pocitani Riemannovho integralu. Majme nezapornu redlnu funkciu f(x) na

intervale <a,b>, Zaujima nas obsah plochy pod funkciou f na tomto intervale. Obsah mézeme

b
oznacit I f(x)dx . Interval rozdelime na n &asti takto @ = x,< x, < x, < ...< x, = b azvolime

a

kone¢nu postupnost’ &isel Zy,.-.,Z,.;. Stcet radu z S()(x;,, - x;) nam aproximuje hl'adany

-1
i=0
obsah plochy. Ked’ zjemnime delenie intervalu tak, Zze norma delenia pdjde limitne k nule
dostaneme nekonecny rad, ktorého suma bude presna hodnota obsahu plochy pod funkciou.

Dejiny matematiky su aj dejiny myslenia a zrkadli sa v nich vyvoj l'udského vedomia.
Mobzeme vidiet napriklad, Ze v starovekom Egypte matematici eSte nekonecno
pravdepodobne ani neuvazovali, v Grécku na neho narazili aj vd’aka Zendénovym paradoxom
a Eudoxovej exhaustacnej metdde, ale eSte snekonenom ako takym nepocitali. Az
v novovekej Eurdpe s nekone¢nom uz matematici pocitali, ¢o postupne ukédzem a dolozim
v d’alSej Casti diplomovej prace. Uplatnenie poznatkov o vyvoji nekone¢nych radov je mozné
vyuzit' napriklad v pedagogike. Tak ako sa vyvija l'udstvo tak sa vyvija aj jednotlivec.
Vyucbu je lepSie zacat’ jednoduchymi ulohami zo staroveku, d’alej prejst k zloZitejSim
ulohdm a problémom zo starého Grécka, pokraovat cez stredovek az do novoveku a az
potom dojst k definiciam, pripadne vetdm. Podobne ako rastlina rastie od kli¢iaceho
semienka cez listy, kvet a plod az k semienku.

Dejiny nekonecnych radov mézeme rozdelit’ na tri obdobia. Prvé obdobie spada do
staroveku. Z tohto obdobia uvadzam priklady zo starovekého Egypta a Mezopotamie.
V tomto obdobi eSte nemdézme hovorit o nekonecnych radoch, ale madme tu iba ulohy
s kone¢nymi aritmetickymi a geometrickymi postupnostami. Ulohy su este koncipované tak,
Ze sa vztahuju na nejaké skutoénosti zo zmyslového sveta. Cize nejde o tlohy v ktorych by sa
pocitali rady ako abstraktnd matematicka Struktira. Druhé obdobie zaCina v antickom
Grécku. Nekonecné rady tu uz nachadzame, ale stari Gréci sa manipuldcii s nimi snazia
vyhnut, alebo sa dokonca domnievaju, ze sa spocitat’ nedaja, ako je to vidiet na Zenoénovych

paradoxoch. Ulohy st v tomto obdobi na rozhrani teérie a praxe. Tretie obdobie je obdobim,



v ktorom matematici s nekoneCnymi radmi pocitaji arad ako pojem sa vyskytuje aj ako
nezavisly od nejakej zmyslovej skutocnosti ¢1 od praktického kontextu, ¢ize vyskytuje sa aj

v Cisto teoretickej forme.



1 Nekonecné rady v staroveku

Pociatky dejin nekone¢nych radov zacinaju v staroveku. V staroveku sa eSte nestretavame
s radmi nekoneCnymi, ale stretdvame sa s konecnymi aritmetickymi a geometrickymi
postupnostami, ktoré su logickym predchodcom nekonecnych radov. Uvadzam niekol'ko

prikladov zo starovekého Egypta a Mezopotamie:

1.1 Egypt

To, z coho Cerpa dneSna veda informacie o egyptskej matematike st hlavne Rhindov
papyrus, ktory bol napisany pisarom Ahmesom asi v 1650 p.n.l., ale ktory je prepisom
star§icho papyru napisaného za Amenehmeta IIl z 19. storocia p.n.l. a Moskovsky papyrus
ktor¢ho povod sa datuje do 18. storocia p.n.l.. Rhindov papyrus obsahuje 85 tloh
a Moskovsky 25 uloh. V tychto spisoch sa napriklad pogitajii plochy poli podla dizky ich stran
a vypocet objemu budov (napr. pyramid alebo obilnych sypok), d’alej st tam ulohy so
zlomkami, rovnice s jednou nezndmou a ulohy s aritmetickou a geometrickou postupnostou.
V egyptskej matematike poznali a pouzivali desiatkovy systém a poznali Styri zakladné
aritmetické operacie, vedeli pocitat’ so zlomkami a rieSit’ niektoré zloZitejSie aritmetické a
geometrické problémy. Je pravdepodobné, Ze svoje matematické znalosti Egyptania vyuzivali
pri stavbe pyramid, vyberani dani, tvorbe kalendara a inych.

V Rhindovom papyruse su dve tlohy, v ktorych sa pracuje s aritmetickou postupnostou:

,»R40: Je treba rozdelit’ 100 chlebov medzi 5 muzov tak, aby bola jedna
sedmina z troch hornych pre dvoch muzov dole.”“ (Be¢var, Becvarova,

Vymazalova 2003, s. 69)

Celkovy pocet chlebov je 100 a je potrebné tieto chleby nejakym sposobom rozdelit’ medzi 5
muZzov. V tlohe sa spominaji traja horni muZzi a dvaja dolni. Toto naznacuje usporiadanie, ale
nie je celkom isté, ze ide o aritmeticku postupnost. To vyplyva az z prezentovaného rieSenia.
Dalej je tu podmienka, ktorti je mozné interpretovat’ tak, Ze su¢et poétu chlebov troch hornych
muZov v usporiadani sa rovna suétu chlebov dvoch muzov dole v usporiadani. Uloha je
rieSena metddou chybného predpokladu. Zda sa, Ze rieSenie vyplyva z predstavy aritmeticke;j
postupnosti tvaru:

1,1+d 1+2d 1+ 3d, 1+ 4d,

10



Tato postupnost’ udava rozdelenie chlebov na 5 ¢asti. Chybnym predpokladom je to, ze prvym
¢lenom tejto postupnosti je ¢islo 1. Podmienku ze jedna sedmina z troch hornych pre dvoch
muzov dole mdézeme vyjadrit’ vztahom:

1+ (1+d) = 1/7((1+2d) + (1+3d) + (1 +4d)),
1
z ktorého vypocitame, ze d = 55 . Ide teda o postupnost’

1, 61, 12, 171, 23,
2 2

y 2
ktorej sucet je 60. Cislo 60 musime vynéasobit’ ¢islom 15 aby sme ziskali pozadovany stucet

100. Tymto ¢islom musime preto vynasobit’ aj ¢leny vysSie uvedenej postupnosti. Hladana
aritmeticka postupnost’ je teda:

12.102L 20,201 382,
336 63

1
ktorej diferencia je 98 (tento vysledok vSak na papyruse nie je uvedeny).

V sucasnosti by sa tento priklad pocital asi tak, ze chybny predpoklad by sa nahradil
nezndmou. Dostali by sme dve rovnice o dvoch nezndmych:
at(at d)t(at2d)+ (at+3d)+ (a+ 4d)= 100

a+(atd): ;((m 2d)+ [a+ 3d)+ (a+ 4d))

Jednoduchym vypoctom by sme sa dostali k tomu istému rieSeniu.

Znenie d’alSej ulohy je takéto:

,»R64: Je treba rozdelit’ 10 meric jaémena medzi desat’ muzov tak, aby
mnozstva tvorili aritmeticki postupnost’ s diferenciou 1/8.“) (Becvat,

Becvarova, Vymazalova 2003, s. 69)

Opét ide o ulohu na delenie. Tato uloha mé nazov ,,Metoda pocitania s rozdielom peru®, ¢o
charakterizuje aritmeticku postupnost. V samotnom texte je uvedené, ze rozdiel pre kazdého
muza voc¢i druhovi je 1/8 merice. Tymto rozdielom peru je prave diferencia aritmetickej
postupnosti. RieSenie vychadza z aritmetickej postupnosti:

a-9d,a—"7d,a—-5d, a-3d,a—d a+d a+3d a+5d a+7d a+9d,
kde a je tzv. hlavna Cast tj. aritmeticky priemer vsetkych Clenov tejto postupnosti a 2d je
diferencia. Vzhl'adom k tomu, ze sucet vsetkych ¢lenov postupnosti je 10a, co ma byt rovné

10, je a = 1. Zrejme d = 1/16. Najvacsim clenom postupnosti je teda

11



a+t 9d = 1li
216

Postupnym od¢itavanim diferencie 2d od tohto najvacsieho ¢lena ziskame d’alSie ¢leny:

1111111 11 .11 .1 1111 111 111 11 111

2167 4816° 416° 816" 16 24816 2416 2816 216" 4816
10
1
Tato uloha by sa dala riesit’ v sucasnosti takto: ide o aritmeticky rad Z at nd =10 kde d - 3"

n=1

C : . , 5 y Crar e y
VyrieSenim tejto rovnice dostavame a = 6 vdaka ¢omu sa daju vycislit' vsetky Ccleny

postupnosti.

Na jednom z Kdahunskych papyrusov (1825 p.n.l.) je bez akéhokol'vek slovného vysvetlenia
stipec desiatich ¢&isel, ktoré tvoria aritmetickli postupnost’. Ide o priklad K2. Z hora dole su
napisané tieto Cisla:

1211211 1111111 111 21 211 I 11

3__ ___’ _9 __, N~ DU P N~ PN .

2 b 3 3

3127 36127 127 6127 3127 36127 3127 36127 127 612
, 11
Vo vedl'ajsom stlpci je deviatimi vynasobena polovica diferencie, tj. Cislo EST) :
ofll, 10321
03 120 312

Nasledujuca tloha je tloha na geometricku postupnost’.

»R 79: Je 7 domov, 49 maciek, 343 mysi, 2401 klasov pSenice, 16 807
meric. VSetko dohromady je 19 607. (Becvar, Be¢varova, Vymazalova

2003, s. 71)

Asi takto mézeme interpretovat’ zmysel textu v tomto priklade. Nachadzame tu pétclennu
geometrickll postupnost’ s koeficientom 7 a jej sucet. Ma nazov Majetok. V ulohe je teda
vypocitany sucet geometrickej postupnosti:

T+ 7%+ 73+ 7%+ 7° = 7+ 49+ 343+ 2401+ 16807 = 19607 .

Z tychto prikladov mo6Zeme usudzovat’ Ze v Egypte ulohy na rady uz existovali, ale i§lo len o
kone¢né rady a teoreticky pojem radu v tychto prikladoch nenachddzame. Napriek tomu su to

jedny z prvych prikladov pouzitia konecnych radov v dejinach.
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1.2 Mezopotamia

Matematika Mezopotamie bola na vysSej urovni ako matematika egyptska. V Mezopotamii
boli objavené dolezité algoritmy pre rieSenie rozmanitych uloh. Okrem desiatkovej Ciselnej
sustavy pouzivali aj Ciselnt sustavu Sestdesiatkovi. Vynasli pozi¢ny Ciselny systém. Poznali
Styri zékladné aritmetické operdcie, ale poznali aj umociiovanie a odmocniovanie. Vedeli
pocitat’ so zlomkami. Poznali vetu o vztahu Stvorcov nad stranami pravouhlého trojuholnika,
neskor pomenovant Pytagorova veta. Riesili rovnice o troch neznamych, planimetrické aj
stereometrické ulohy. Vé&cSina tabuliek s matematickymi textami pochadza z druhého
tisicro¢ia p.n.l.. Zo starobabylonského obdobia sa zachovalo niekolko tabuliek, ktoré
obsahuju priklady veduce k aritmetickej postupnosti. Je v nich vicSinou rieSeny problém
rozdelenia nejakého majetku (prace a pod.) medzi dopredu dany pocet I'udi.

Prva uloha na tabul'ke Strssbg. 362 pochddza zo Starobabylonskej rise (asi 2000 az 1800

p.n.L ) a je venovana aritmetickej postupnosti. Jej text nie je prilis jasny:

,»(10) bratov, (1) a 2/3 min striebra, brat nad bratom dostava cast’, kol’ko,
ja neviem. Diel 6smeho brata je (6) Sekelov. Brat za bratom dostava
kol'ko? “ (Becvar, Be¢varova, Vymazalova 2003, s. 239)
V tlohe sa ma pravdepodobne rozdelit 15 min striebra medzi desat’ bratov tak, aby ich

podiely tvorili aritmeticka postupnost’, pricom je dany majetok 6smeho brata. Nie je jasné ¢i
ide o postupnost’ zostupnt alebo vzostupnu, teda nie je jasné ¢i deviaty brat dostane o

diferenciu viac alebo menej ako brat 6smy. RieSenie prikladu je zapisané takto:
,» 1y svojim sposobom vyrataj prevratent hodnotu (10), poctu l'udi, ziskal si (0;6).*

Névod na rieSenie hovori, Ze je potrebné vypocitat’ prevratenti hodnotu poctu I'udi, ¢o je 0,1.

V Sest'desiatkovej sustave je to (0;6).
,»Vynasob (0;6) a (1) a 2/3 min striebra. (10) Sekelov si ziskal.*

(1) a 2/3 min striebra (1 mina je 60 Sekelov) je 100 Sekelov. Vynasobené 0,1 je 10 Sekelov, ¢o

je priemerny diel pripadajuci na jedného brata.

,»Zdvoj (10). Dostanes (20). (6), ¢ast’ 6smeho brata, zdvoj. (12) si ziskal.
Odcitaj (12) od (20). (8) ziskavas. (8) si udrz v pamaiti.*

13



Ked’ ozna¢ime ¢leny uvazovanej postupnosti symbolmi @;,4,,...,a;, tak d; * ag = 20 | pretoze

v aritmetickej postupnosti platix= a, t a,= a,* a,= a;+ ag= a,t as= a;+ a5 a priemerna

Sx
hodnota 10 = 10 z ¢oho je vidiet' ze x= 20= ay * a;. Ked je postupnost’ zostupna tak vieme

7e ast ag= 2agt 5d = 20 Odgitanim dvojnasobku dielu 6smeho brata dostaneme &islo 8.

Dalsia tloha ma takéto znenie:

»(1) a (1) Sa-ap-li-a-am(vyznam tohto vyrazu nie je jasny) scitaj, (2) si
ziskal. (2) zdvoj. (4) si ziskal. (1) a (4) scitaj. (5) si ziskal. (5) od (10),
pocet l'udi odc¢itaj. (5) si ziskal. Vypocitaj prevrateni hodnotu od (5).
(0;12) si dostal. (0;12) vynésob (8). Ziskal si (1;36). (1;36) je to ¢im sa
lisi brat od brata.” (Bec¢var, Be¢varova, Vymazalova 2003, s. 240)

Nie vSetko z navodu je jasné, ale k vysledku vedu instrukcie v poslednych dvoch riadkoch. Po
vynasobeni ¢isla 8 prevratenou hodnotou 5 dostavame diferenciu d = (1;36)=1,6. Text ulohy
je poskodeny. Vypocet jednotlivych ¢lenov postupnosti chyba. Vo vysledku sa mohli objavit’
tieto Cisla:

171,15§,14,122,10ﬂ,91,7g,6,42,2i
55 55 5 5 55

Tuato tlohu by bolo mozné so sti¢asnymi znalostami matematiky vyrieSit’ takto: (1) a 2/3 min

9
striebra je 100 Sekelov, ¢o je celkovy sﬁéetz a,,+ nd = 10a,, + 45d = 100, Diel 6smeho brata je
n=0

ag = a,t 2d = 6, Dostavame rovnicu o dvoch neznamych. Vypogitanim tejto stistavy dostaneme

8 3 4
diferenciu d = 3 a jednotlivé ¢leny postupnosti su a, = 17g,a2 = 155,...,(110 E 2g.

Piata Ulloha z tej istej tabul’ky byva chapana ako aplikécia aritmetickej postupnosti v praxi.

Jej znacne poSkodeny text znie takto:

»dtena. (10) gar, (1) a 1/2 gar Sirky. (3) dozorcovia maji po (3) gar (4)
laktov na dial’ku vziat. Prvy ma (60) muzov, druhy (1,20), treti (1,40)
muzov. Zapocato s (5) laktami vysky, ziskané (...) hmoty zeme. Stena (...)

a kol’ko az hmoty zeme?* (Be¢var, Be¢varova, Vymazalova 2003, s. 240)
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V tomto priklade ide o stenu tvaru zrezaného klinu. Stena ma dizku 10 gar (120 laktov), $irku
1 a 1/2 gar (18 lakt'ov) a je rozdelend na tretiny. Na prvom tseku ma pracovat’ 60 muZov, na
druhom 80 a na tretom 100 muzov. Tieto poCty tvoria aritmetickl postupnost’ o troch ¢lenoch
a s diferenciou 20. Vyska steny v najnizSej Casti je 5 lakt'ov. Je asi potrebné vypocitat hmotu
potrebnu na vybudovanie steny. Postup ani vysledok na tabul'ke uvedené nie st.

Na tabulke YBC 4608 zo Starobabylonskej riSe je uloha: Pole tvaru pravouhlého
trojuholnika, ktorého jedna odvesna ja 1 = (6,30) a obsah S = (11,22,30), sa ma rozdelit’ medzi
6 bratov tak, aby ich diely tvorili aritmeticki postupnost. Odvesna 1 = (6,30) (dizka) sa
rozdeli na 6 rovnakych dielov. Kazdy ma dizku (1,5). d’alej sa vypocita druha odvesna b,
(8irka) uvazovaného trojuholnikového pola.

28
!

b, = (22,45,0)+ (6,30) = (3,30)

Odvesna b, = (3,30) sa rozdeli na 6 rovnakych dielov. Jeden diel ma 35. Potom st vypocitané

Sirky poli jednotlivych bratov. Kazd4 je o 35 menSia ako Sirka dielu predchadzajuceho brata:

b, = (3,30)
b, = (2,55)
b, = (2,20)
b, = (1,45)
b, = (1,10)
bs = (35)

Poskodeny text kon¢i vypoctom Sirok jednotlivych dielov.

V klasickom obdobi sa na tabul’ke AO 172 64 zachovala eSte zlozitejSia tloha, v ktorej sa
medzi Sest’ bratov rozdel'uje pozemok tvaru lichobeznika o zdkladoch 217 a 135 a ramenéch
81 a 51. Rozdelenie ma byt urobené tak, aby dvojica po sebe nasledujucich bratov dostala
rovnako a aby rozdiel medzi po sebe nasledujiicimi dvojicami bol konstantny.

Na tabulke Strssbg. 362 je uloha, v ktorej sa pracuje s geometrickou postupnost'ou s

koeficientom 2. Jej text znie takto:

,Usecka. Po (1) laket' (1) prst az k Giplnému suétu aby sa zdvojoval. K
akej dizke si 8iel? Isiel som az k (1) garu a (3) a 1/2 lakta dizky.“

(Becvar, Becvarova, Vymazalova 2003, s. 244)

V tlohe je zadana tiseka dizky 1 laket’ a 1 prst, tj. (1;2) lakta. Tato Gise¢ka je zvié§ovana v
geometrickej postupnosti. Sucet dizok vietkych tisekov je 1 gar a 3 a 1/2 lakta, o je (15;30)

lakta. Medzi Stvrtym a piatym prikladom na tabulke je poznamenané ¢islo 4, o je pocet
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&lenov geometrickej postupnosti zo §tvrtého prikladu. Bud’ je vedla dizky usecky a = (1;2)
lakta dany tiez pocet ¢lenov postupnosti. tj.(4), a méa sa vypocitat’ sucet dizok, ¢o sa zda
pravdepodobnejsie, alebo je dany stcet dizok, tj. (15;30), a ma sa vypoéitat pocet &lenov

postupnosti. Postup rieSenia ale chyba.

1.3 Grécko

Grécka matematika nadvidzuje na matematiku Egypta a Mezopotamie. Kym v egyptskej a
mezopotamskej matematike su ulohy rieSené algoritmicky Grécka matematika sa stala
deduktivnou, bola zaclenend pod filozofiu a bola viac abstraktnou ako v Egypte a
Mezopotamii. V Starovekom Grécku sa rozvijala prevazne geometria, ale aj teodria Cisel.
Matematika v tomto obdobi je spojena s vyznamnymi osobnostami ako su Tales, ktory je
znamy vd’aka Télesovej kruznici, Pytagoras ktory sa zaoberal aj figuralnymi ¢islami, ktoré st
geometrickym ponatim prirodzenych c¢isel, Eudoxos, ktory vyvinul exhaustivhu metodu,
Euklides, ktory vo svojej knihe nazvanej Zaklady polozil zaklady geometrie, Archimedes ako

vyznamny mechanik staroveku.

1.3.1 Zenon z Eley (priblizne 490 — 430 p.n.l.)

Zen6n z Eley bol Parmenidov ziak a hlavou eleatskej Skoly. Aristoteles ho oznacil za
najmudrejSieho z Grékov a Platon za zakladatel'a dialektiky. Je znamy hlavne kvoli tomu, Ze
zostavil apdrie, paradoxné tvrdenia. Pévodne bolo vraj tychto aporii vyse 40 ale zachovalo sa
z nich len 9. Jedna z aporii, v ktorej sa vyskytuje aritmeticky rad je nazvana Dichotomia a jej
znenie by sa dalo parafrazovat’ asi takto:

Pohyb neexistuje, pretoZze ked sa objekt pohybuje zbodu A do bodu B musi najprv
prekonat’ polovicu vzdialenosti, potom polovicu z polovice atak dalej... Toto delenie sa
nikdy neskonci, preto sa teleso do bodu B nikdy nedostane. Tento priklad sa da vyjadrit’

matematicky ako stcet nekonecného radu. Ked’ napriklad vzdialenost’ z bodu A do B je 1, da

. o 1 1 . .
sa tato uvaha matematicky vyjadrit’ takto: 5 + 2 * 3 * 6 t ... . V stcasnosti vieme tento rad

sCitat’ pomocou limity jeho ¢iasto¢nych suctov. To ze stcet nekonecne vela ¢lenov moze byt

konecné ¢islo sa ale na prvy pohl'ad naozaj javi ako paradox.
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1.3.2 Eudoxos 7 Knidu (asi 408 — 355 p.n.L)

Eudoxos z Knidu je priamy Euklidov predchodca. Vytvoril v Kyziku vlastna Skolu, ktora
sice nadvédzovala na pytagorejcov a platonikov, vystupovala vSak proti astrologii a mystike.
Podporoval naopak pozorovanie a experimentovanie. Eudoxos nebol len matematikom, ale aj
astronomom. Pocas pobytu v Egypte si osvojil egyptské astronomické znalosti. Postavil v
Knide astronomické observatérium a vytvoril prvu Cisto matematicka teoériu pohybu planét.
NajdolezitejSi Eudoxov prinos do matematiky je tedria proporcii. S tedriou proporcii uzko
suvisi metoda, ktord v 17. stor. dostala meno exhaustivna (vycCerpéavajtica). Vysvetlim ju na
priklade:

Chceme ukazat, ze pomer obsahov dvoch kruhov je rovny pomeru obsahov Stvorcov
zostrojenych nad ich priemermi. Podstatou dokazu je porovnavanie obsahov mnohouholnikov
vpisanych do kruhov, ktoré ich budi postupne “vycCerpavat®. V sucasnom ponimani sa ich

obsahy limitne budu blizit' k obsahom kruhov. Vpisme do kruhov s polomermi d, D §tvorce s

2
obsahom a, 4 (obr.1). Potom plati vztah — = H%H . Pre obsah vpisanych Stvorcov plati
000

R

2
a=2d*> a A= 2D* takze rovnost plati.@g@ tu teda predstavuje pomer obsahu dvoch

vpisanych S§tvorcov. Plocha vpisaného Stvorca a je vidcSia ako polovica obsahu jemu

k .
opisanému kruhu &k ( a > 5 ), pretoze a sa rovna polovici Stvorca opisaného kruhu k. (a = m/2,

kde m je plocha Stvorca opisaného kruhu s obsahom k). To plati aj pre obsah kruhu K a obsah
jemu opisaného Stvorca 4. VpiSeme do obidvoch kruhov pravidelné osemuholniky s obsahmi
B a b rozdelenim prislusnych oblukov na polovicu. Obsah kazdého trojuholnika pridané¢ho k
Stvorcu je vicsia ako plocha polovice kruhového vyseku do ktorého je vpisany, ¢o je vidiet
ked” doplnime polovicu trojuholnika do obdiZnika, v ktorom sa dany kruhovy vysek bude

nachadzat’. Plocha a bola vécsia ako polovica obsahu kruhu. Ked’ od¢itame a od obsahu kruhu

k
k tak tato Cast’ je menSia ako polovica kruhu (k- a< 5). V tejto Casti obsahu kruhu

priddvame spomenuté trojuholniky, ktorych obsahy su vécSie ako polovice kruhovych

vysekov, takze sucet obsahov vsetkych trojuholnikov (oznac¢ime ¢) je vac¢si ako polovica suctu
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k
obsahov jednotlivych kruhovych vysekov (7> (k - a)/ 2> Z). To znamena ze plocha b >

2
3/4k a analogicky B > 3/4K. Pre plochy b, B plati: %= H%H . Pokracujeme postupnym
0D

vpisovanim Sestnastuholnikov C, ¢, tridsatdvauholmikov E, e .... Ich plochy budu vicsie ako

! !l
Z —k, z — K pre nejaké n a bude pre ne platit’ vztah :
2i &, 20

i=1

[}
[}
13
|
| - -

alo
SR
—
)
1

b
B

R

Vpisané mnohouholniky budu stale viac vy€erpavat’ obsahy kruhov &, K.

Podl'a Eudoxovej vety plati, Ze ak od veliiny V' od¢itame najprv veli¢inu véac¢siu ako
polovica V, potom od zvySku odc¢itame veli¢inu vacsiu ako jeho polovica, dostaneme po
dostatocne vel'kom pocte krokov zvysok, ktory je mensi ako I'ubovol'nd vopred dana velicina
V.

K ddkazu toho, ze pomer obsahov kruhov ja rovny pomeru obsahov im vpisanych stvorcov
pouzil Eudoxos nepriamy dokaz. Z predpokladu, ze pomer ploch kruhov A/K je vacsi alebo

mensi ako pomer Stvorcov dochadzalo k sporu.

obr.1

1.3.3 Euklides (4. az 3. st. p. n. l.)

Tak ako o vdc¢Sine vyznamnych starovekych matematikoch, i1 o Zivote Euklida sa zachovalo
len malo. Predpoklada sa, ze geometriu si osvojil v Aténach. Podla Pappa (2. pol. 2. stor. n.1.)
zalozil v Alexandrii vlastnu Skolu. Aj ked’ je Euklides autorom mnohych pojednani, do dejin
matematiky voSiel hlavne ako tvorca Zakladov. Euklidove Zdklady sa skladaju z 13 knih. Ich
obsahom je predovsetkym Studium geometrickych tutvarov v rovine a nauku o celych

(kladnych) ¢islach a zlomkoch.
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VIII. kniha sa zaobera ,,spojitymi proporciami‘, ¢ize geometrickou postupnostou a 35.

veta IX. knihy rie$i sucet konecného geometrického radu. V naSej algebraickej reci jeho

rieSenie mozeme zapisat’ takto: Nech @,.,,4,,...,a; st ¢leny geometrického radu. Pre ne plati:

an+1:an: an:an-l_ = a2:a1

ateda aj
(an+1 B an):an - (an B an-l):an-l R (az - al) -a
odtial’ podl'a skor dokazanej vlastnosti proporcie (12. veta, VII. kniha)
(an” - al) :(an ta, t..t al) = (a2 - al):a1
Ak oznaCime 4a,,, :a, = q tak dostaneme
(aml - al):(an ta, t..t al) =g-1
z toho
(an ta,  t..t al) = (an” - al):q- 1
a z toho ze
a,, - a- aIEa”- IH: al(q” - 1)
a,
uz dostavame nam dobre znamy suctovy vzorec pre n Clenov geometrickej postupnosti.
q" -1
q-1"

(an ta, t..t (11) -4

1.3.4 Archimedes zo Syrakus (okolo 287 do 212 p.n.l.)

Najvacsi matematik a mechanik staroveku. Vzdelania sa mu dostalo od jeho otca
astrondma a matematika Feidia a neskor v Alexandrii, kde sa zblizil s Euklidovymi ziakmi a s
nimi si po navrate do vlasti dopisoval o odbornych otazkach. Podla réznych svedectiev a
neskorSich prameniov je zndme, ze Archimedes vyuzival svoje znalosti hojne v praxi.
Vynasiel Cerpadlo, pouzival systém pak a kladiek, kladkostrojov a skrutiek pri zdvihani
tazkych bremien a pri konstrukcii vojenskych vrhacich strojov. Dalej objavil hydrostaticky
zakon, ktory nesie jeho meno. Na rozdiel od Euklidovej snahy o usporiadanie vtedajSich
poznatkov, Archimedes vniesol do matematiky vlastné objavy, predovsetkym stanovenie
obsahov krivociarych utvarov v rovine a objemov telies ohrani¢enych krivymi plochami. Na
tychto objavoch bol budovany v novoveku integralny pocet.

Vo svojej ulohe, ktord bola neskdr nazvana Kvadratura paraboly, vyuziva Eudoxovu

exhaustacnl metodu. Ide o stanovenie obsahu vyseku paraboly vytatej 'ubovolnou tetivou. K
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vysledku dospel pomocou mechanického rieSenia, a potom toto rieSenie dokazal

geometrickymi prostriedkami. Teda na zaklade exhaustacnej metody zistil, ze obsah vyseku

4
paraboly je rovny 3 obsahu trojuholnika ABC vpisané¢ho do vyseku s rovnakou zakladiiou

a vySkou ako parabola. Majme parabolu a vpisany trojuholnik ABC (obr. 1.). Tento
trojuholnik je osemkrat vacsi ako kazdy z trojuholnikov ADB, BEC. Podobne kazdy z
trojuholnikov vpisanych do paraboly so zédkladiiami AD, DB, BE, EC je Sestnastkrat mensi

ako trojuholnik ABC. Kon$truovanim dalSich trojuholnikov a s¢itavanim ich ploch

1
4)1

1 1,1 1
dostavame geometricky rad s koeﬁcientomz (0”‘§1+ Z+ ?“L ?WL et — -.-@)ktorého

4
sucet pre n idice do nekonecna je obsah paraboly, ktory sa rovna 5*0, kde o je obsah

trojuholnika ABC. Tato uloha nehovori celkom o prinose Archimeda do teorie radov, pretoze

on ni¢ nové nevymyslel, ale pouzil Eudoxovu exhausta¢ni metodu.

obr. 1
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2 Nekonec¢né rady v stredovekej Europe

V stredovekej Eurdpe tedria nekoneCnych radov vel'mi nepokrocila oproti Gréckej
matematike. U Fibonacciho nachddzame suétové vzorce pre aritmeticki a geometricku
postupnost’ a po niom pomenovant Fibonacciho postupnost. Sué¢tom nekonecnych ciselnych

radov sa zaoberal Swineshead aj Oresme. Oresme dokézal divergenciu harmonického radu.

2.1 Leonardo Pisansky (Fibonacci) (1170 - 1240)

V 12. — 13. storo¢i sa v talianskom meste Pisa bohato rozvijal obchod, peniaznictvo a
remesla. V tomto meste sa narodil pisarovi Bonacciovi syn Leonardo. V meste Bougie sa
naucil aritmetickym postupom. Svoje matematické vedomosti d’alej rozsiroval, ked’ cestoval
za obchodom do Egypta, Syrie, Byzancie, na Siciliu a do Provence. Napisal knihu Kniha o
abaku (,,Liber abac!i*), ktora bola jedna z najdoleZitejSich nositelov novej aritmetiky a
d’al§ich matematickych znalosti v Eurdpe. V tejto knihe usporiadal vedomosti z arabskych
prac, ku ktorym pridal nieo z Euklidovej geometrie a pridal tam tiez vlastné llohy a metody.

V XII. kapitole sa zaobera okrem iného s¢itanim aritmetickej a geometrickej postupnosti,
postupnosti Stvorcov prirodzenych ¢isel a scitanie rekurentnej postupnosti pomenovanej
podla neho (Fibonacciho postupnost’), ktora je dana vztahom a,= 1, a1, a,,%a, ta,.
Jej jednotlivé ¢leny tvoria teda postupnost’ prirodzenych &isel: L 1,2,3,5,8,13,21,.... Touto
postupnostou sa zaoberal aj novoveky matematik Abraham de Moivre, ktory zil asi o 500
rokov pozdejSie. On objavil formulu na vyjadrenie n-tého ¢lena tejto postupnosti.

V jeho diele je d’alej tloha, ktora je podobnd vysSie uvedenej tlohe z Egypta (R79): Je 7
starien, kazdd ma 7 mulov, na kazdého z nich nalozila 7 vriec, v kazdom vreci je 7 chlebov,

pri kazdom chlebe je 7 nozov a kazdy ndéz je v 7 posvach. Kolko je vSetkého dohromady?

(137 256).

2.2 Richard Swineshead (14.storocie)

Sktimal rovnomerne zrychleny pohyb. Riesil tlohu v ktorej sa v Casovych intervaloch

1

1 . . .. L .
XL ERD R postupne rychlost’ zvac¢suje podl'a nekonecnej aritmetickej postupnosti 1, 2, 3, ....

Dokazuje slovne ze strednd rychlost’ je 2. Ide o rad:
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prlige gl oy
2 72 2

V dokaze vychadza zo znalosti suctu geometrického radu

1.1 1.

ot =]
2 22 2

11 1

e

22 2T 2

1 1

..z

2’ 4

Po vertikadlnom scitani 'avych stran rovnic dostavame rad z ulohy a ten sa rovna suctu l'avych
stran rovnic:

1 l+ 2*L+3*L+ _1+1+L+i =2
2 2? 2’ 2 22 2

2.3 Nicole Oresme (1323 - 1382)

Franctizky magister umeni a doktor teologie Nicole Oresme bol jednym z priekopnikov
vedeckej literatury vo francuzstine a prelozil niekol’ko diel Aristotela. Vystupoval proti
prehmatom v cirkvi, proti astrologii a vesSteniu, ale sdm eSte veril v magiu. Vela jeho prac je
venovanych astronémii a mechanike. Tedrii proporcii venoval dve diela : Traktdat o pomeroch
(Tractatus proportionum) a Algoritmus pomerov (Algorismus proportionum)

Ako prvy dokazal divergenciu harmonického radu. Harmonicky rad je ukaZkou toho Ze
nie vSetko je také ako sa na prvy pohl'ad zda. V pripade tohto radu sa pozorovatelovi zda, ze

rad sucet ma, pretoze jeho Cleny sa zmenSuju, ale pravdou je opak a Oresme to dokazal

1, 1 1 1 1_1
takouto uvahou: Sucet 1+ ) + 3 + 2 + ...bude nekonecny pretoze sucet 3 + 2 > 5 sucet Casti

1 1 1 1 1
od — do — je vac¢si ako —, sucet Casti od — do — tiez atd’.
5 8 2 9 16

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b s e e s e e

1, 0 L1

>1+@2@H 4@+@8+8++H+ = 2+2+2+

Jeho d’alsim vysledkom je, Ze zistil, Ze ak k veli¢ine a pricitame jej postupne zmensujuce

.a a a D . .
sa Casti —,—,— ... (kde n>1) tak ich stcet nebude nikdy nekonecny.
nn-n
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V tretom diele traktitu O konfigurdcii kvalit, v ktorom rozobera priklady pohybov v

ktorych sa rychlost’ v jednotlivych intervaloch meni skokom, alebo eSte zloZitejSie, sa

3.1 3 7
L rE Pri s¢itani tohto radu vychadzal z toho,

Cvte sitotrady Ls 341
S € Sucet ra — T - T —
vyskytuje su Y5784 16 8 32

3 : . <
ze kazdy nepéarny clen sa rovna 2 nasobku predchadzajuceho parneho clena. Parne Cleny

1, ...= 1 a neparne éleny — Hl H=

. o, 1 3
tvoria geometricky rad 5+ 2t 92 22 23 74

3_7
stfetraduje I+ —= —.
4 4
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3 Nekonec¢né rady v novovekej Eurdpe

V novoveku matematici pokrocili v s¢itavani radov ale okrem konkrétnych ¢iselnych radov
sa zaoberali aj radmi, pomocou ktorych je mozné vyjadrit’ nejaka funkciu. To vyvrcholilo
tym, Ze boli schopni rozviest’ do radu, alebo radov skoro kazdu funkciu pomocou Newtonove;j
binomickej formule, pomocou Taylorovho radu a pomocou Fourierovho rozvoja. Zaoberali sa
aj dolezitou otdzkou konvergencie radov a objavili rozne kritérid konvergencie a podarilo sa
im zadefinovat jednotlivé pojmy stvisiace s radmi ako je napriklad sucet radu, alebo

konvergentny a divergentny rad.

3.1 Vznik teorie radov

Teoria nekonecnych radov vznika v 17. storo¢i spolu s diferencialnym a integralnym
poctom. Prvé priklady vypoctu suctu nekoneénych radov v tomto obdobi boli ziskané
postupnym integrovanim geometrického radu a pochddzaju od Nicolausa Mercatora a Jamesa

Gregoryho.

3. 1. I Nicolaus Mercator (1620 - 1687)

Nicolaus Mercator sa v skuto¢nosti volal Niklas Kauffman. Narodil sa v Dansku. V roku
1632 studoval na Universite v Rostocku. Zaoberal sa aj sférickou trigonometriou, geografiou
a astronémiou. Zil vel'a rokov v Londyne a bol jeden z prvych &lenov Royal Society. V roku
1668 vydal svoju pracu Logarithmotechnia, v ktorej sa zaobera logaritmom. V roku 1683
odisiel do Franctizka a navrhoval fontany vo Versailles. Zomrel v Praizi.

Mercator vyjadril logaritmus ako nekone¢ny rad v praci Logarithmotechnia. Vychéadzal
pritom z geometrického radu

1
lg=1"atd -q+q" -q+q" -+..
Tuto rovnost integroval
c1

qu = j(l- gt -q g -q+q°-+.)dg
0 q 0

pri¢om uz vedel, Ze integral z I'avej strany je funkcia In(1+x). Takto dospel k radu:
X
5

2 3 4 6 7
X X X X X

fx)=x- T - Ty TS Ty
In(lx) = x= " * 577y 6 7
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ktory sa nazyva Mercatorovym radom. Tento rad je ale na vypocet presnej hodnoty logaritmu
neprakticky, pretoZe je potrebné scitat’ vel'ky pocet ¢lenov na dostatocnu presnost’, inaé
povedané, ma velmi pomalt konvergenciu. Tento vysledok je uvedeny v praci, ktora
pojednava o logaritme a nie o nekone¢nych radoch, takze pravdepodobne vziSiel z potreby

nejakym sposobom vyjadrit’ logaritmus.

3.1.2 James Gregory (1638 - 1675)

Skoétsky matematik. Matematiku ho najprv uéila jeho matka. Dalej §tudoval na Marischal
College v Aberdeen optiku a konstrukciu teleskopov. Napisal knihu Optica Promota. V roku
1663 odisiel do Londyna, kde chcel vydat’ svoju pracu a hladal niekoho, kto by podl'a jeho
knihy zakonstruoval teleskop. V 1664 odisiel do Talianska.

James Gregory naSiel rad na vypocet hodnot funkcie arctg(x). Jeho postup je podobny ako
v pripade Mercatora. Vychadzal z radu

1
1+ ¢

_ 1_q2+q4_q6+qx_qlo_l_qlz__l_.“

rovnost’ zintegroval

1
J;1+q

>dq = j(l-cf+q“-q"’+ q'-q°+q”-+..)dg

1
a vyuzitim poznatku, Ze plocha pod krivkou 7 g ha intervale (0, x) je rovna arctg(x), dostal

vyjadrenie tejto funkcie pomocou radu

3 5 7 9 11 13
X X X X X

= -—t — —+ — - —+ — - +‘”
arctg(x) = ¥ 35 7 9 11 13

ktory sa nazyva Gregoryho radom. Tento rad ma tiez ve'mi pomali konvergenciu.

3.1.3 Isaac Newton (1643 - 1727)

Anglicky matematik, fyzik, optik a filozof. V rokoch 1661-1665 Studoval na Cambridgi na
slavnej Trinity Collage. Dokladne sa zoznamil s Euklidovymi Zékladmi, s dielom Keplera,
Descarta, Galileiho a inych. Velky vplyv na neho mal jeho uditel’ I. Barrow. V rokoch 1665-
1666 sa Newton uchylil do rodného mesta Woolsthropu, kde rozpracovaval rad idei.
Pripravoval svoju optiku, gravita¢nu tedriu, klasicki mechaniku, diferencidlny a integralny
pocet (ktorti nazval ,,metdda fluxi*) a pritom sa venoval i svojej celozivotnej zal'ube alchymii.

V dalsich rokoch bol veducim katedry v Cambridgi, bol zvoleny ¢lenom Kralovskej
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spolo¢nosti nduk, bol clenom parlamentu a bol povyseny do $l'achtického stavu. Jeho hlavnou
zasluhou v matematike je ze s Leibnizom, ale nezavisle od neho, vybudoval diferencidlny a
integralny pocet. Newton chapal matematiku ako nastroj fyzikalneho poznavania sveta. V
algebre vybudoval metddu numerického rieSenia algebraickych rovnic (Newtonova metoda).
Délezité vety odvodil o symetrickych funkciach korenov algebraickych rovnic. V praci
Philosophiae naturalis principia matematica (Matematické zéklady prirodovedy, 1687)
popisal rozvinutu teoriu kuzel'oseciek, dolezita pre nebeskti mechaniku. Praca Vypocet kriviek
tretieho radu (1704) zohrala dolezitl rolu v rozvoji analytickej a projektivnej geometrie.
Newton objavil takzvani Newtonovu binomicki formulu, ktora ma tvar:
Qo 0 Qo [ o O

(1" =1+ fyExk it

o 0o O a.(a - 1)...(0 -k+ 1)
V rovnosti je a Tubovolné redlne Cislo a H kH = 2. Kk

je zovSeobecneny

binomicky koeficient. Ide teda o dalSie vyjadrenie funkcie pomocou radu, tentokrat aj s
parametrom O. Ked’ze a je 'ubovol'né redlne ¢islo definuje predpis nekonecne vel'a funkcii.

Dalsi Newtonov prinos do teérie radov je vyuZitic metédy obrdtenia radov. Tuto metodu
vyuzil na odvodenie radu pre sin(x). Vychadzal z radu pre arkus sinus

1x% 13 %% 135 x7 1357 &
2732475 246'7 24689

arcsin(x) = x +

ktory mézeme prepisat’ do tvaru s neznamou z

1 x3 13 x° 135 X7 1357 x°
z=xt——+ — . —+ . —+
2 3 24 5 246 7 2468 9

Newton chcel ndjst’ vyjadrenie x pomocou z. Pritom, aby nemal prili§ zlozit¢ formule,
rozhodol sa od zaciatku pocitat’ s urcitou presnost’ou, napriklad len prvé Styri ¢leny radu. V
prvom kroku zanedbal vietky ¢leny vyssieho radu a dostal prvé priblizenie v tvare x[ z. V
druhom kroku polozil ¥ Dzt p a dosadil do vyrazu pozostavajuceho z prvych Styroch ¢lenov

radu

z=(z+ p)+ 1_(Z+ p)3+£.(2+ p)s . 1.3.5.(z+ p)7
2 3 24" 5 246 7

Odtial'to roznasobenim dostal

@iz-’w 13 5+71'3'5 z7@+ p@ﬁl 2+£ 4+7135 6@+ ngl +L3 34 135 5@+.“:()
23 245 24.6.7 2 24 24.6 2 4 242

Ked’ v tomto vyjadreni zanedbal vysSie mocniny veli¢iny p, dostal hodnotu
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S
P=793

¢o znamena, ze v prisluSnom rozvoji st prvé dva ¢leny

D
X=z-—

z
23

1 . . .
V tretom kroku Newton polozil p = - 7323 t q . Ked toto vyjadrenie dosadil do predoslého

vzt'ahu, dostal

@iz3+£25+£27@ DL3+ ﬁ1+122+1-3 e 13.5 6@4_
237 245" 2467 0§23 27 %47 T oas

2

0ol o, D@l L 13 3+1.3525E+m:0

- —ZzZtT —Z

TT TRy 242

Roznasobenim a opédtovnym zanedbanim vys$Sich mocnin takto dostal d’alsi ¢len radu pre
sinus. Tymto postupom dostal rad pre sinus s presnostou do siedmej mocniny v tvare

x = sin(z) = Z-lz3+ LZS- L 7

——z
6 120 5040

Rad pre kosinus dostal zo vztahu cos(z)= +/1- sin’(z) ked’ do binomickej formule
f 1 1 1
AJ1- xz = 1- Exz - §x4 - Ex6-...
dosadil vyjadrenie pre sinus a vzniknuty vyraz upravil. Vyslo mu

cos(z)=1- l22 + LZ4 - Lz6
2 24 720

Po vykonani uvedenych vypoctov si Newton nakoniec v§imol zakonitost’ tvorby koeficientov,

a tak ,,uhadol* nekonecné rozvoje goniometrickych funkeii
. 2 (= 1)k g2k 1% 72k
smz:z GLUES cosz—z ¢hz7
£, (2k+1)! - (2k)!

Newton prisiel na to, ze s nekoneénymi radmi moZno pocitat’ podobne, ako s Cislami.
Rady mozno scitat, odcitat’, ndsobit, delit, umociiovat a odmoctniovat. Pocitanie s
nekonecnymi radmi ma rovnaka vnutornu konzistentnost’ a podlicha tym istym vSeobecnym
pravidlam ako algebra kone¢nych veli¢in.

Newton d’alej zistil, Zze s nekonecnymi radmi sa da nardbat’ v mnohych smeroch ako s
konecnymi polynomidlnymi vyrazmi. Dékazom o tom, Ze je to tak, bolo pre neho to, ked’

ziskal ten isty nekone¢ny rad odmocnenim 1- x* tradi¢nymi algebraickymi Gipravami a overil

vysledok vynasobenim nekone&ného radu sebou samym aby dostal znovu 1- x2.
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3.1.4 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716)

Nemecky matematik, fyzik, pravnik, historik, jazykovedec, diplomat, vynalezca a
polyhistor, zakladatel moderne; matematickej analyzy. Narodil sa v Lipsku. Jeho otec bol
profesorom etiky. Gottfried od tutleho veku Studoval spisy z otcovej rozsiahlej kniznice. V
12tich rokoch vedel dokonale latinsky, v 15tich rokoch S$tudoval na univerzite a cital
Descartove spisy. Na lipskej univerzite Studoval prava a filozofiu, sti¢asne vSak aj na
univerzite v Jene matematiku. Vynasiel pocitaci stroj, na ktorom sa dalo aj ndsobit’ a delit. V
roku 1676 sa stava pravnikom, historiografom a knihovnikom v Hannoveri. Bol jednym zo
zakladatel'ov berlinskej Akadémie (1700) a stal sa jej prvym prezidentom. Podiel’al sa tieZ na
zriad’ovani akadémie v Lipsku, Viedni, a Petrohrade. Jeho hlavnymi matematickymi pracami
su priekopnicke diela z diferencidlneho a integralneho poctu (v jeho povodnej terminologii to
bol sumatorny pocet). Leibniz definoval derivaciu a integrdl, odvodil zdkladné vzorce
derivovania, popisal vztah derivovania a integrovania. Vybudoval zéklady teorie
nekonecnych radov a tedrie diferencidlnych rovnic. Od neho pochadzaji pojmy ako funkcia,
diferencial, diferencidalna rovnica, algoritmus. Leibniz vyznamne prispel k rozvoju logiky. Je
mozné ho pokladat’ za zakladatela logicizmu. Leibniz je zakladatelom vyznamne;j
matematickej Skoly, do ktorej je mozné pocitat’ napriklad Johanna I. Bernoulliho, 1'Hospitala,
Eulera a d’alSich.

Vyznamny matematik a fyzik a astronom Christiaan Huygens polozil Leibnizovi problém

najst’ sumu radu s ¢lenmi tvaru . Leibniz prepisal kazdy ¢len ako rozdiel dvoch zlomkov:

2
n(n+1)

2 g1 1
n(nt1) On ntl[

po vypisani zopar ¢lenov radu

off i 2ol - Sl 2l 2l ol S

02 30 03 40 5T

je vidiet, Ze podvodny problém sa dé prepisat’ na sucet radu, ktory ma takéto ¢leny:
1

2 -
01

Odtial’ vidime, Ze sucet nekone¢ného radu je 2.
9

+10
Z tohto uspechu sa domnieval, Ze bude schopny vyratat’ sucet skoro kazdého radu. Zostavil
takzvany harmonicky trojuholnik, ktory je analdégiou Pascalovho trojuholnika a z ktorého je

mozné vycitat’ sucty niektorych radov.
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Aritmeticky trojuholnik Harmonicky trojuholnik

LR T B

2 3 4 5 6
111111 1. LS S T T N
1 23 45 6. 2 6 12 20 30
1 3 6 10 15.. %é%%
1 4 10 20.. s
15 15.. T
Lo 11
I... 55

|

6

V aritmetickom trojuholniku je kazdy &len (mimo prvy stipec) rozdielom dvoch ¢lenov. Clena
priamo pod nim a ¢lena vlavo. V harmonickom rade kazdy €len (s vynimkou prvého radu) je
rozdielom ¢lena nad nim a ¢lena vpravo. Dalej v aritmetickom trojuholniku kazdy &len (nie v
prvom stipci) je sumou vietkych &lenov o riadok vys§ie a vlavo a v harmonickom rade je
kazdy clen sumou clenov v riadku o jedno nizSie a doprava. A ked’ze tychto Clenov je
nekonecne vel'a ide o s¢itavanie nekonecného radu. Rad v prvom riadku je harmonicky rad,
ktory diverguje. V ostatnych riadkoch rady konverguji. Cisla v druhom riadku st polovicou
obratenych hodnét trojuholnikovych &isel a Leibniz vedel, e stcet tychto &isel je 1. Cisla v
tretom riadku st jednou tretinou obratenych hodndt pyramidalnych cisel
n(n + 1)(71 + 2)
1.2.3

1
a podl’a harmonického trojuholnika je sucet tychto Cisel — .

3.2 Rozvoj teorie radov

Po najdeni stctov niektorych zékladnych radov sa snahy matematikov osemnésteho
storofia uberali smerom k rozpracovaniu ucelenej teérie nekonecnych radov ako
systematického nastroja, ktory mozno pouzit’ vSade tam, kde je potrebné aproximovat’ urcité
veli¢iny ¢i funkcie. V tomto obdobi sa o rozvoj teorie radov zasluzili matematici ako Jacob

Bernoulli, Leonard Euler ¢i Brook Taylor.
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3.2.1 Jacob Bernulli (1654 - 1705)

Vystudoval filozofiu na Bazilejskej univerzite. V roku 1671 zacal sam Studovat’
matematiku a rozhodol sa, Ze sa jej bude plne venovat’. Zaoberal sa diferencialnymi rovnicami
a napisal prva ucebnicu pravdepodobnosti. Ars conjectandi. Od roku 1687 az do smrti bol
profesorom matematiky na Bazilejskej univerzite. V rokoch 1689 az 1704 napisal 5 prac o
radoch, ktoré vysli pod ndzvom Aritmetické vety o nekonecnych radoch a ich konecny sucet.
V tuvode tejto knihy vyslovuje nasledujuce tri axiomy, ktoré su zdkladom manipulacie s
radmi:

1. axiém: Kazdu veli¢inu je mozné rozdelit’ na Casti, ktoré st mensSie ako ona sama.
2. axiom: Ku kazdej konec¢nej veli¢ine ja mozné zvolit’ vacsiu veli¢inu.
3. axiom: Ak odoberieme od zékladnej veliiny to ¢o zostane, ked’ odoberieme
od zakladnej veli€iny istu ¢ast’, tak ndm zostane prave len tato Cast’.
Aby to bolo zrozumitel'nejSie mozeme tuto slovnu formulaciu prepisat’ do symbolickej formy:
A-(A- B)=(A- A+ B=B

V prvom diele tejto prace nasiel sudet radov Z n2”" ,Z n22_",z n*2™"  (XIV. veta)
1 n=1

n= n=1

Pozrime si ako napriklad vyjadril rad Z n2™"  Tento rad oznadil ako
n=1

B:l+—+—+—+ =1
2 4 8 16
C = 1+L+L+i+“_:l
4 16 32 64 2
D= L+L+L+L+_._:l
16 32 64 128 4
Tieto rady vertikalne scital a dostal povodny rad 4 = B+C+D+..., teda
l+z+§+i+...:1+l+l+...:2
2 4 8 16 2

Vo vete XV. na zdklade 3. axiomu pocital sucet radu. Zvolil si dva rady, ktorych sti¢et oznacil

NaP.
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a a a a
N= 2+ —+ =+ =+
¢ 2c¢ 3¢ 4c

p=2+4,9, -nN-2
2¢ 3¢ A4c c
Rad P je mozZné ziskat’ z radu N odcitanim £ Po vertikdlnom odgitani ¢lena po ¢lene radu P
c
od radu N ziskal rad
Q: i{- £+ i+ L+ L.} = a
2¢ 6¢c 12¢ 20c 30c c
a
ktorého sucet je ¢ , pretoze P- N = — . Tento rad vynasobil dvojkou a ziskal rad:
c c
a a  a a a 2a
Db — it — b —+ —+ =
¢ 3¢ 6¢c 10c 15¢ c

Tento vysledok ¢asto pouzival napr. pre sucet radu Z ::1(”(” + 1)), ktory ziskal z radu O

volbou a=c=1, a jeho sucet je teda Z n (n(nt 1)) ' = 1. Bol si pravdepodobne vedomy

nepresnosti svojich manipulacii. Podobnou manipulaciou s inym radom totiz odvodil

%+§+i+§+ = A
1 2 3 4
203028 a2
2 3 4 5

. 1 L+ 1 1
Z “n(nt1) 12 23 34

Mal teda dva sucty pre ten isty rad. V§imol si vSak to, Ze v pripade pre rad N a vol'bou a=c=1

plati N=»n' - 0 a v druhom pripade pre rad 4 plati: 4= (n+ Dn™' - 1# 0. Uvedomil si

dokonca, Ze pre moznost’ uZivania radu pre tato manipulaciu je prave podmienka a, - 0

vel'mi podstatnd, tym sa dostal vel'mi blizko k nutnej konvergencii radu.

Vo vete XVI. dokazuje, ze harmonicky rad

1 1 1 1
e e

1 2 3 4
ma nekonecny sucet. Divergenciu harmonického radu ako prvy v dejinach dokazal Nicole
Oresme. Jacob Bernoulli tu konstatuje, Ze ako prvy to dokézal jeho brat Johann, ale podava

dva d’alSie dokazy. Zda sa ze pocitanie s radmi bolo pre tohto matematika vecou nadsenia a
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nie praktickou zalezitostou, pretoze ked’ je uz raz nieco dokdzané z praktického hl'adiska to
nie je dolezité¢ dokazat’ inymi spdsobmi spdsobmi.

V prvom dokaze (veta XXIV.) uvazoval rady, ktorych stcty poznal:

A:l+l+l+l+ =2
1 2 4 8
I 1 1 1 1 2
St =t —+ —+ 222
3 6 12 24 3 3
1 1 1 1 1 _2
T+ —+ —+ —4+ =22z =
5 10 20 40 5 5
D:l+i+i+i+_._:2_l:g
7 14 28 56 77

Sucty tychto radov scital a dostal, ze
A+ B+ C+ D= 2v 20 20 20 ol LT
1 3 5 7 1 3 5 7 0
Tento vysledok dal do rovnosti so suc¢tom jednotlivych ¢lenov radu. Tento sucet je stiétom

¢lenov harmonického radu, pretoze tak su tieto rady zvolené. Dostal ze

1 1 1 1 IHI 1 1 1 H
e e  F i Syl
5 7

1 3 201 2 3 4 [

a po vynasobeni pravej strany jednou polovicou dostal rovnost’

1.1 1_11_1
2 T2 T2 e
1 223 45 6
a porovnal sucty jednotlivych radov
1,1 1,1 1, 1,11
—t —t —F 4 < - —F —+ —¢
2 4 6 8 1 3 5 7

Toto komentoval nasledovne: “tieto dva vysledky mézu byt’ splnené zaroven len ked’ maju
obidva rady nekonecny stucet a teda ma nekonecny sucet aj cely harmonicky rad*

Druhy dokaz divergencie harmonického radu nachadzame vo vete XVI. Uvazoval »n’ - n

o, 1
¢lenov nasledujucich za —:
n
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k ¢omu dodal, ze kazdy sc¢itanec tohto suctu je vacsi alebo rovny ako ¢len —

1 1 1 5 1
t t..t—>(n" -n)—.
ntl nt?2 2 ( )n2

Po roznasobeni pravej strany dostaneme nerovnicu

1 1 1 1
t +...+—2>1-—.

ntl nt?2 n n

: o 1 :
Ak k danej nerovnosti pri¢itame — ziskavame nerovnicu:
n

1 1 1 1
—4 + ot —>1.

n ntl n+t?2 n*

Ziskany vztah komentuje takto: “Mo6Zeme teda preskupit’ ¢leny radu do skupin tak, Ze kazda

skupina ma sucet vacsi ako 'ubovolné Cislo, a teda je rad nekoneény.*

Pri $tadiu radov si vSimol d’alSie dva poznatky a to, Ze nie len harmonicky rad

1

1
: + Py + 3 + 2 + ... mé nekonecny sucet, ale napriklad aj jeho nasobok.:

1+1+1+1+_,_,
1000 2000 3000 4000

ktory ma jednotlivé cleny tisickrat menSie, bude mat’ nekonecny sucet, lebo tisicina

nekonecna je tiez nekone¢no. Spravil z toho zaver ze lim, , a, = 0 je len nutna podmienka

konvergencie.

Vo vete XXIV. odvodil takyto vzorec:

Z (2n-1) Z L (2n >'”' St

Ziskal ho nasledujucim spdsobom. Zobral dva rady

X —+ —+ — 4

y=—t—+

pomocou ktorych je mozné vyjadrit’ hl'adany vyrazy:(x- ») 22

ich vertikalnom odc¢itani ziskal rad

w1 (2n- 1)'" 2 (2n)'”
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ktory je upravil vynasobenim 2™ a dostal rad x

w1 1 1 1 1 1 1 1
(x-y)2"= —+ —+ ¢4 + ¥ + + ¥
lm 2m 3m 4m Sm 6m 7m 8171

I
=

X
om

Z rovnosti vyplyva ze (x- y) = ¢o vyzil pri tprave vyrazuy : (x- »), a dostal vysledok

ktory hl'adal

-y Bee XH X CH D LEL oy
yi(x-y) @x @ @1 2mH (2" -1):1.

1
0 : om
Jeho uprava je spravna len v pripade, ze rad Z ::ln'm je konvergentny, teda pre m > 1.
Odvodeny vzorec vSak pozival aj pre 0 <m < 1 a doSiel k paradoxom.

do radu na zaklade

V trefom diele (z roku 1696) odvodil rozvoj vyrazu
m-n

opakovaného delenia

Dosadil —n za n:

Vol'bou n = m ziskal

[ [
—-—t = —t .,

2m m m m m

¢o povazoval za paradox. Je zrejmé, Ze tento paradox tu vznikd preto, Ze vztahy (1) a (2)
platia len pre n < m, teda nie pre n = m. Pre n = m vo vztahu (1) ide o delenie nulou.

Vo vete XXI. odvodil vzorec:

® n2 ) » l
,,Zl(nu)!'2 n’

n=1

Oznacil rady, pomocou ktorych chcel odvodit’ dany vzorec:

A:1+L+_1 + !

1 12 123 1234

1 1 1 1
—+

+ + + ..
1.2 123 1234 12345

+

ceey

= A4-1.

Ich vertikdlnym od¢itanim ziskal d’alsi rad C

C:A-B=1+ 2 t 3 + 4 ..
1.2 123 1234 12345

b
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Z tohto radu odvodil rady D, E, F vynechanim prvych ¢lenov radu C
1 2 3 4

— 4 ¥ ¥ ..

1.2 123 1234 12345

9

2 3 4 1 1
= ¥ + t..=C-—= —,
1.23 1234 12345 1.2 12
E = 3 + 4 t .= - 2 = 1 9
1.234 12345 123 123
i} 4 ¢ = E- 3 _ 1 .
1.2.3.4.5 1.234 1234
a vertikdlnym scitanim tychto radov dosiahol hl'adany vzorec:
= oon’ 1 4 9 16 1 1 1 1 =1
) =t + + bzttt R
Eo(nt])! 12 123 1234 12345 1 1.2 123 1234 &on!

3.2.2 Abraham de Moivre (1667 - 1754)

Anglicky matematik. Narodil sa vo Franctzku, Studoval na Sorbonne. V rokoch 1685 —
1688 bol ako protestant vdazneny. Potom emigroval do Anglicka. Bol priatelom I. Newtona.
Zaoberal sa teoriou radov, tedriou pravdepodobnosti, komplexnymi ¢islami. Objavil stvislost’
medzi rekurentnymi formulami a diferenénymi rovnicami. Sformuloval pravidlo pre
nasobenie, umociiovanie a odmocnovanie komplexnych cisel (Moivrova veta).

Fibinacci objavil postupnost’, ktord nesie jeho meno (Fibonacciho postupnost). Je to
postupnost’ prirodzenych ¢isel, v ktorej kazdy ¢len je sti¢tom dvoch predchadzajtcich:

1,2,3,5,8,13,21, ...

Moivre objavil formulu na vyjadrenie n-t€ho ¢lena tejto postupnosti pouzitim nekonecnych

radov, metodou generujucej funkcie. Je technickou konvenciou, ze £, = 0, F, = 1 a dalsie

Cleny su definované ako:

F.,=F.,+F, pren20.

Generujuca funkcia pre Fibonacciho postupnost’ je:
flx)= F,+ Fxt Fx®+ Fix®+ .
Ked’ tato funkciu prenasobime s x dostaneme:
xf(x) = Fx+ Fx*+ F,x + .,
xzf(x) = Fx>+ Fx’+ ...
Po od¢itani dvoch vzniknutych vyrazov od povodnej funkcie dostavame:
f(x)- xf(x)- xzf(x) = Fyt Fix- Fyxt (F2 - F - Fo)x2 + (F3 -F,-F)x+ .,

z ¢oho plynie:
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f(x)(l- X- xz) = F,+ Fx- Fpx= x,
pretoze vietky koeficienty tvaru F,., - F,,, = F, = 0 z definicie ¢lenov postupnosti. Funkciu

modzeme zapisat’ v tvare:

-1: 45

PouZitim korefiov rovnice 1- x- x* = 0 dostavame:

2
1+ /5

7= e
- e 5)/201- (1= Vs)/2)]
Rozdelenim na parcidlne zlomky dostaneme:

1 0 1 1 0

iy

AN (P [ S (v

Vyjadrime vyrazy v zatvorke ako geometrické rady:

” 1 \ \ :1+ 1+\/gx+ ;1+\/§£2x2+
1- |1+ V/5)/2)x 2 T 2§ ’
1 145 11-50
1—((1-\/3)/2))[1+ 2 x+§T§ ¥

Dosadime do predchadzajuceho vyrazu:

1 Oey5 1-450 0 1 e VT - Vs
f(X)_EE 3 5 %x EEH 5 H HTH Ex

Ked to porovnéme s definiciou f(x)= F, + Fx+ F,x*+ F,x’ + ..., tak nam z toho vyplynie

vyraz pre n-ty ¢len Fibonacciho postupnosti:

F - %éﬁﬁzﬁﬁn ] Epzﬁ%néxn_

Zvlastne je, ze Cleny postupnosti su prirodzené cisla a vyraz pre n-ty ¢len postupnosti

obsahuje v sebe iracionélne &islo /5 .

3.2.3 Johann Bernoulli (1667 - 1748)

Stal sa lekarom a matematikom. Pod vedenim Jacoba preStudoval v rokoch 1685 — 1687
vtedaj$iu matematicktl literatru. V roku 1691 odisiel do Pariza, kde sa zozndmil s L

"Hospitalom s ktorym spolupracoval. Vydal dve ucebnice. Roku 1694 ziskal titul doktor

36



mediciny na zaklade dizertacnej prace O pohybu svalov, ktora bola skor matematicka, pretoze
pohyb svalov je rieSeny na zaklade ,,analyzy nekonecne malych veli¢in®. Po smrti svojho
brata Jacoba zaujal jeho miesto na katedre matematiky v Bazileji. Vel'ky vyznam Johanna je v
tom, Ze podal prvy systematicky vyklad diferencidlneho a integralneho poctu. Nasiel tiez nové
metody rieSenia obycajnych diferencidlnych rovnic a ako prvy formuloval a riesil ulohy s
geodetickymi krivkami. Jeho podstatné vysledky v oblasti ¢iselnych radov su uzko spojené s
vysledkami jeho brata Jacoba.
Johann dokazal divergenciu harmonického radu takto: Vertikdlnym suctom nesledujicich
radov
1 . 1 . 1 . 1
1¥2 2*3 3*4 4%*5

1 1 1 _ 1 1
+ + to=l-—=—
2%3 3*%4 4%*5 2 2
1 1 1 11
+ I
3%4 4%*5 2 6 3
1 R
4%*5 3 12 4
dostal rovnicu
1 1 1 1 1 1 1 1
Bl T [ i S Al
2 3 4 5 2 3 4 5

v ktorej je rad na l'avo o 1 mensi ako rad napravo z ¢oho pravdepodobne usudil Ze je to mozné

len ak ma harmonicky rad nekone¢ny sucet.

3.2.4 Guido Grandi (1671 - 1742)

Bol taliansky knaz, filozof, matematik a inzinier. VyStudoval za jezuitu a stal sa ¢lenom
Kamaldulovského radu. Dalej sa stal profesorom filozofie vo Florencii v 1700 a profesorom
matematiky v roku 1714. V matematike Studoval krivky a rady. V roku 1709 sa stal clenom
Royal Society.

Grandi skimal rad 1-1+1-1+ .4 (— l)"+1 t+..= 8, potom od neho odcital 1

1
S-1=1+1-1+ .+(-1)"+ ... . Usadil, ze S- 1= - S, odkial vyjadril S = > - Hradany stcet

vypocital eSte inym sposobom a to tak, ze si vytvoril dvojice scitancov takto:
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1
(1- 1)+ (1-1)+ .= S, odtial dostal, z¢ S= 0. Vysla mu rovnost 57 0. Jeho uvaha je

chybné v tom, Ze ratal s radom, ktory nie je konvergentny, preto nemad sucet. A pri s¢itavani
radu pouzil asociativny zékon, ktory je mozné aplikovat’ len na stcty konvergentnych radov

alebo na rady s konecnym poctom Clenov v pripade, ze chceme ziskat’ spravny vysledok.

1
Ziskany vysledok 5 = 0 Grandi vylozil ako symbol stvorenia sveta Bohom z ni¢oho. To

vyvolalo burliva polemiku, ktorej sa okrem Grandiho zucastnil Leibniz, Niclaus Bernoulli a
ini ucenci. V tychto diskusiach sa upresiiovali pojmy: stcet nekone¢ného ciselného radu,

konvergencie a divergencie tychto radov.

3.2.5 Brook Taylor (1685-1731)

Taylor bol Anglicky matematik, ktory je zndmy hlavne vd’aka objavu Taylorovho radu.
Studoval v Cambridge na St. College. Bol &lenom Royal Society. Prispeli k rozvoju nového
odboru matematiky ktory sa zaoberal koneénymi diferenciami dielom Methodus
Incrementorum Directa et Inversa, ktoré vyslo v roku 1715. V tom istom roku vydal svoje
dielo Linear Perspective, ktoré sa zaoberd linedrnou perspektivou a v roku 1719 vylepSenu
verziu New Principles of Linear Perspective. Zaoberal sa aj filozofiou a ndbozenstvom.

Jeho velkym prinosom do matematiky je objavenie univerzalneho vzorca, pomocou
ktorého je mozné rozviest’ funkciu do nekone¢ného radu. Tento vzorec sa nazyva Taylorovym
radom a ma tvar:

= sla)e L gy L g L

(x- h)3 LI

Predpokladom rozvoja do tohto radu je existencia vSetkych derivacii funkcie f'v bode /4. Ako

priklad uvadzam rozvoj funkcie e* pre 4= 0:

2 3 4
X

flx)=e =14 x+ %+ TS

3.2.6 Leonard Euler (1707 - 1783)

Je to jeden z najvyznamnejSich svetovych matematikov. Leonard Euler sa narodil v
Bazileji v 1707. V 13tich rokoch Euler nastipil na Univerzitu v Bazileji, ktora bola centrom
matematiky pod vedenim Johanna Bernoulliho. Oficidlne Studoval filozofiu a pravo. Bernoulli

poradil Eulerovi, aby $tudoval matematiku sdm a cez soboty mu pomahal so Studiom. Po
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ukonceni filozofie v roku 1723 nastupil na odbor teologie. V roku 1727 Euler odisiel do St.
Peterburgu. V roku 1733 sa stal profesorom matematiky a tiez prebral odbor geografie. V
roku 1740 odiSiel do Berlina. Stal sa riaditelom matematickej sekcie a zostal v Berlina 25
rokov. Jeho najzndmejSie prace z tohto obdobia st: Introduction in analysin infinitorum
(1748) a Letters a une princesse d 'Allemagne sur divers sujets de physique et de philosophie.
V roku 1766 sa vratil do St. Peterburgu. Kratko po jeho prichode ochorel, ndsledkom ¢oho
prisiel o vac¢sinu svojho zraku a v roku 1771 oslepol uplne. Jeho Algebra (1770), nadiktovana
sluhovi, sa stala najuspesnejSia matematicka kniha po Euklidovych Zakladoch. Euler zomrel v
roku 1783 v St. Peterburgu.
Euler vyjadril vztah takzvanej zeta funkcie, ktora je definovana:

1 1 1
s)= 1t —+ —+ —+
Z( ) 2s 3s 4s
cez prvocisla:
1 1 1 1 _ 1 1 1

-2 sy e Ty e O

Cleny na lavej strane su v tvare (1 - 1/ p;)_l , kde p, je n-té¢ prvocislo. Kazdy ¢len moézeme

vyjadrit’ ako geometricky rad:
1 _ 1 1 1
s_1+7s+ 2s+ 3s+"'
-vp) e nE n,
Vynasobenim vsetkych tychto radov dostaneme obratenti hodnotu vsetkych moznych sicinov
prvocisel s s-tou mocninou, pricom kazdé sa bude vyskytovat’ prave raz. Kazdé prirodzené

Cislo 2 2 sa da vyjadrit’ jednoznac¢ne ako sucin prvocisel. Z toho plynie korektnost’ rovnosti

(1).

1
Eulerovi sa podarilo s¢itat’ rad 1+ 57 + 37 t .... Vychadzal z takejto rovnice:

Této rovnica ma korene: x,= 72 x,= (21)%, x3= (3n)> ... ale nie 0, pretoZe sinv/x / Jx o 1 ked
x — 0. Ak polynomiélna rovnica
1+ ax+ax’+ax’ +.+ax"=0

ma korene x; X, X3, ..., potom sa da prepisat’ do tohto tvaru:
X X X
1+ ax+a,x’+ax’+.+ax"= El- —EHI- —E“.El- —H
xl x2 xn
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tiez plati ze

1 1 1 1
— 4 — 4 — 4.+ —=-q
Xp Xy X X

ked’ tieto poznatky aplikujeme na rad (1) dostaneme:
L+ ! + L +...2 1
n* (er) (3r) 76

prendsobenim tejto rovnosti 7> dostaneme hl'adany sucet

1 1 m?
It =+ +..= —.
22 37 6

Pomocou narabania s ,,nekone¢ne malymi a ,,nekonecne velkymi‘ ¢islami vyjadril Euler
rad pre funkciu sinus. Do znamej Moivrovej formuly

(cos¢ + isin¢ )" = cosné + isinné

dosadil n ,,nekonecne vel'ké™“ a pre pevné x oznacil £ = —. Potom ¢ je ,nekonecne mald*

S | =

veli¢ina. Pomocou binomickej vety z daného vyrazu dostal
4 k n k k
cosxt isinx = cosné + isinné = (cos¢ t ising )" = Z (@) HkHsm £cos" "¢
=0}

Kedze ¢ je nekonene mala veliina, tak mdézeme predpokladat cos¢ =1 a sin¢ = ¢ .
Podobne n je nekonecne velké Cislo, teda n=n-1=n-2= .. Takze imaginarnu cast

poslednej rovnosti moZzeme upravit’ takto:

) ne  nc3 X X
smx= —- + —
3! 1

Takto Euler ziskal dnes dobre znamy rozvoj funkcie sinus do poten¢ného radu.

3.2.7 Joseph Fourier (1768-1830)

Bol francizsky matematik a fyzik zndmy objavom Fourierovych radov a ich aplikaciou na
problémy tepelnych tokov. Po flom je pomenovana aj Fourierova transformécia. Narodil sa v
Auxerre vo Francuzsku ako syn krajéira a vzdelaval sa u benediktinov. Vo vedeckych
oddieloch armady prijal vyuku matematiky. Zucastnil sa Napoleonovej vypravy do Egypta. V
roku 1822 zverejnil svoju pracu Analyticku teoriu tepla. Z matematiky sa zoberal aj rovnicami

a vo fyzike objavil jav, ktory sa v si€asnosti nazyva sklenikovy efekt.

Fourier nasiel spdsob ako rozlozit’ funkciu do trigonometrického radu. Tento rad sa potom

nazyva Fourierov rad. Ak chceme rozlozit’ funkciu f(x) do radu
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f(x)= A4,+ Z A, cos(kx)+ Z B, sin(kx)

Tak jednotlivé koeficienty vyratame na zaklade tychto formul:

} £(x).sin(kx)dx

-

-1 } f(x).cos(kx)dx .
ml m

m

1
ey _J'n f(x)dx

Pomocou tychto vzorcov je mozné funkciu rozlozit’ do trigonometrického radu. Tento rozvoj
sa pouziva aj na rieSenie diferencidlnych rovnic. Fourier uvadza ako jednu z ilustracii

rozkladu do Fourierovho radu nasledujuci priklad. Uvazujme funkciu

+1 O0<x<m
fix) = 0 x=0
-1 -M<x<0

Skasme tento priklad vyriesit. Dosad'me do vysSie uvedenych vzorcov aby sme vyratali

jednotlivé koeficienty 4,, 4, B, :

4= L nf(x)dx: : D0(— 1)dix + O(I)de: 0
R e
1" 1 59- sin(kx)0° . Osin(ko)n £
—If(x).cos(kx)dx— — I( 1).cos(kx)dx + Jcos(kx)de: 0=0
LS gl Dn@HkEHkHOE
1 . 100 . T 0. 1 Dcos(h’ | o- cos(kx)D "0
— [ f(x).sin(kx)dx = —[ (- 1).sin(kx)dx + [ sin(kx)dxp= — 0=
njnf nDJn I) 0 ngH BEE H Hg
1 01- cos(-km) 1- cos(km)O _ 2H1-cos(kn)H
- + - S A
TE k0D kO
201 k
Cize 4y=0,4,=0, B, = HMH tieto koeficienty dosad'me do vzorca pre funkciu:

T k

=2 Hl cos(kn)H

f(x)= A4,+ Z A, cos(kx) + Z B, sin(kx)= 0+ 0+ Z in(kx)

1

Pre neparne k je vyraz v zatvorke rovny r a pre parne k je rovny 0. Vysledok mozno zapisat’

v tvare:

7002 Hsin(x)+ LsinGx)+ Lsin(sx) + Lsin(7x)+ F
7o 3 5 7 i
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Ked’ sa pozrieme na prvy ¢len radu tak mozeme povedat’ ze dant funkciu aproximuje funkcia
sinus. Sinus vbode T sarovna 1 a v bode (- 7 ) sa rovna -1, teda tak ako funkcia f(x) .V

bode 0 mé cely rozvoj hodnotu 0 a t4 je rovna hodnote danej funkcie v tom istom bode.

3.3 Otazky konvergencie radov

Pocas celého sedemnésteho a osemnésteho storocia bola otdzka konvergencie nekonecnych
radov mimo zdujmu matematikov. Matematici pouzivali rady na praktické pocitanie a preto
rady, ktoré ich zaujimali, boli rychlo konvergentné. Poznali sice zopar nekonvergentnych
radov, ale tie boli skor akousi kuriozitou. Az na zaciatku devitnasteho storoCia sa otazka

konvergencie nekonecnych radov dostava do centra zaujmu matematikov.

3.3.1 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)

Cauchy sa narodil v Parizi 21. augusta 1789. Roku 1805 postupil na Ecole Polytechnique
ktoru ukoncil roku 1810 a stal sa inZzinierom v obore ,,mostov a ciest®. Jeho prvou pracou z
matematiky bola 1813 - Recherches sur les polyédres ktora obsahuje znamy dokaz Eulerove;j
vety o mnohostenoch. V tom istom Case sa zaoberal aj otdzkou rieSenia algebraickych rovnic
pomocou radikalov ako aj otazkami tedrie Cisel. Cauchy bol jednym z najplodnejSich
matematikov, aki kedy zili. Popri 7 knihach uverejnil vyse 800 vedeckych prac. Cauchy sa
stal ¢lenom parizskej Akadémie a profesorom na Ecole Polytechnique. Z jeho prednasok na
EP vznikla, na podnet Laplacea a Poissona, jedno z Cauchyho najvplyvnejsich diel
1821 - Cours d’Analyse de [’Ecole Polytechnique
1823 - Résume des lecons donnes a I’Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitesimal
1829 - Lecons sur le calcul différentiel
Cauchy sa vo svojom kurze podujal na vybudovanie matematickej analyzy na exaktnych
zakladoch. Za vychodisko si zvolil pojem limity. Z tohto obdobia st vyznamné aj Cauchyho
prace venované teorii diferencidlnych rovnic. Cauchy zomrel 23 méaja 1857.

Definoval sucet radu ako limitu postupnosti ¢iastocnych suctov. Teda tak ako to robime

dnes. Pouzival aj pojem divergetny rad. Uvadzam niektoré jeho definicie:

,, Postupnost’ je nekone¢nd naslednost’ veli¢in u,,u,,u,,uU;,..., ktoré
nasleduju za sebou podl'a fixného pravidla. Tieto veliiny st rozdielne

¢leny postupnosti. Nech
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S, T uytu tu,tutou,

je sucet prvych n ¢lenov postupnosti, kde » je prirodzené ¢islo. Ak sucet
méa konecnll limitu s pre n iduce do nekoneCna, tak nazyvame rad
konvergentny a tato limita sa nazyva sucet radu. Ak naproti tomu
Ciasto¢ny sucet S, nema ziadnu fixna limitu pri rasticom n tak rad
nazyvame divergentny a nema ziaden sucet. Clen kore$pondujuci indexu
n, teda Clen u,, sa nazyva hlavny clen. Na to, aby bola postupnost’ presne

urcend staci, aby bol dany hlavny ¢len ako funkcia indexu n. ““ (Birkhoff

1973, 5.3)

Aby ozrejmil jednotlivé pojmy uvadza priklad, jednu z najjednoduchsich postupnosti a tou
je geometricka postupnost’ 1,x,x°,x°,..., ktorej hlavny &len je x” . Séitanim prvych n ¢lenov
postupnosti dostavame:

) 1 x"
I+ x+ x>+ x7+ .4 x™!

X . , . R
vyraz m vzhl'adom na velkost” konverguje bud’ k nule s rastucim #, alebo sa zvécsuje.
- X
Zavisi to od toho, ¢i je hodnota x vécsia, alebo mensia ako 1. Takze ked’ je hodnota x menSia

1
ako 1 definuje postupnost’ 1,x,x°,x’,... rad konvergentny ktorého sucet je - 2) a v pripade

ze je hodnota x vécsia ako 1 definuje tato postupnost’ rad divergentny.
V uvahach o konvergencii pokracuje. Majme rad:
Ugtu tuy,ttu, tu,

Ako nutni a postatujucu podmienku konvergencie tohto radu uvadza, Ze suma

S, = uytu tu,t..tu,_, musi konvergovat s rastiicim n k fixnej limite. Rozdiel sumy s, a

kazdej nasledujtcej st ur¢ené nasledujicimi rovnostami:

Sn+1 - Sn = un’sn+2 - Sn = un * u}z+l’Sn+3 - Sn = un * un+l ¥ Z’l}'tJrZ""-

Nato, aby rad uy t u; + u, + ...t u, +u,, + .. konvergoval je nevyhnutné, aby sa hlavny ¢len
u, trvalo zmensoval s rasticim n. Tato podmienka ale nie je postacujica, musi tiez platit’ ze

od nejakého n sumy u, t u,,,u, * u,, * U, ,,... maji nekone¢ne malt hodnotu.
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Zo sucasnej matematiky pozname Cauchyho kritérium. D4 sa zapisat’ takto: a) Ak existuje

Cislo 0< g < 1 také, Ze pre vSetky n od istého zaginajuc od istého n, < n plati ze %/a, < g <1

potom rad Z a, konverguje. b) Ak ,}Ign@ <1 potom rad z a, konverguje.
n-1 n-1

3.3.2 Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Nazyvaji ho aj ,,knieza matematikov*. Narodil sa v Braunschweigu v roku 1777 a zomrel
v Gottingene v roku 1855. Do Skoly nastapil v roku 1784 a jeho ucitel’ Biittner odhalil jeho
talent a obstaral mu pokrocilé knihy. Na strednt Skolu nastupil v roku 1788 a v roku 1791
ziskal Stipendium. Bol tiez vybrany do Skoly pre nadanych Ziakov do Brunswick Collegium,
kde Studoval v rokoch 1792 — 1795. Gauss Studoval diela Newtona, Eulera a Lagranga a zacal
svoj vlastny vyskum, vac¢Sinou numerické experimenty. V roku 1795 odisiel Studovat’ do
Gottingenu. Jeho uspech zacal konsStrukciou pravidelného 17-uholnika a vrcholil dokazom
zakladnej vety algebry. Gauss sa vratil do Brunswicku v roku 1798 a Zil tam az do roku 1807.
Publikoval jeho pracu z teorie Cisel Disquisitiones arithmeticae v roku 1801. V tom istom
roku v oblasti astronomie predpovedal poziciu asteroidu Ceres. V roku 1807 sa stal riaditelom
observatoria v Gottingene. V roku 1830 spolupracoval s mladym fyzikom Wilhelmom
Weberom na prieskumu magnetizmu a spolu prednasali tedriu a prax elektrického telegrafu.
V dalsich rokoch mal Gauss Studentov Eisensteina a Dedekina

Gauss definoval hypergeometricku funkciu vo svojej praci Disquisitiones generales circa

superficies z rtoku 1828 na jednotkovom kruhu |Z| <1 komplexnej roviny ako

hypergeometricky rad.

Neq 0B ala s BB +T) o ol + D)o+ 2)B(B +1)(B +2) 4
rlo gy (oo 1M, plr sl 2,

A takto ho analyzoval: T4to funkcia je funkciou $tyroch premennych @ ,f,),z . Premennt ¢

je mozné zamenit' za premenni f a plati Ze F(G N ,V;Z) = F(ﬁ A ,V;Z) . Pre fixné hodnoty
elementov 0,0 .} sa stdva nas rad funkciou jednej premennej z. Tento rad konéi (1 -a ) -tym
¢lenom ked’ (a - 1) alebo (ﬂ - 1) je zaporné celé ¢islo (0 a B je mozné vymenit), pretoze v
zlomku sa ocitne ¢len (0! -1+ (1 - )) = 0, ktory vSetky nasledujuce ¢leny vynuluje . V tomto

pripade rad predstavuje polyném (,,racionalnu algebraicka funkciu®).

Podiel koeficientov mocnin z” a z™*!' bude:
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(m+ 1)y +m) . wtmysy+m _ 1ty +1)/mey/m’
(0 +m)(p+m) m*tma+mprap 1+(a+p)/m+af/m*

tento podiel konverguje s rasticim m k 1. Ak je z fixnou hodnotou tak konvergencia bude

zavisiet na tomto podiele. Ak ma z redlnu hodnotu v absolutnej hodnote mensiu ako 1 rad

bude konvergovat. To isté plati pre komplexné hodnoty z tvaru Xt iy spodmienkou

x*+ y? < 1. Pre realne hodnoty z vicsie ako 1, alebo komplexné tvaru X * iy, pre ktoré plati
x>+ y*>> 1 rad diverguje. A koneé¢ne pre hodnoty z = 1 (alebo vSeobecnejsie pre hodnoty

tvaru Xt iy kde x>+ y*> = 1) konvergencia alebo divergencie radu zavisi od koeficientov

a.p.y.

Ak st parametre 0 ,f,) vietky kladné, tak vietky koeficienty mocnin z budt kladné. Ak
jeden z nich bude zéporny tak vsetky koeficienty budii mat’ rovnaké znamienko pocnuc
nejakym z”, v pripade, Ze m bude vicSie ako najvacsi zaporny parameter. Suma radu pre
z=1 nemoéze byt kone¢nd kym nezacnu koeficienty od urcitého bodu uplne klesat’ . Ak
0 +p-y-1 je kladné, koeficienty pri mocninich sa zvicSuju az do konca radu. Ak
a+p-y-1=0 koeficienty konvergujii kontinudlne ku kone¢nej limite. Ak je @ + f -y - 1
zaporné tak koeficienty sa zmenSuju do nekone¢na. Suma je koneéna ak 0 *+f -J je

zaporné.

3.3.3 Niels Henrik Abel (1802 - 1829)

Niets Henrik Abel sa narodil roku 1802 v Norskom meste Finnoy a zomrel na tuberkul6zu
v roku 1829 v Oslo. V roku 1815 nastupil na katedralnu skolu v Oslo. Na tejto Skole objavil a
podporil jeho nadanie na matematiku jeho ucitel’ Bernta Holmboea. Okolo roku 1820 si Abel
myslel, Ze objavil rieSenie rovnic piateho stupiia, ale zistil Ze sa mylil a neskdr dokdzal
neriesitelnost’ tohto problému. V roku 1823 objavil inverziu, ktord je kI'i¢om k eliptickym
funkciam a objavil vSeobecnt vetu integrovani znamu pod menom Abelova veta. V roku
1824 dostal Stipendium na cestu do Pariza. Odtial’ v roku 1825 odcestoval do Berlina za
priatelmi, kde sa zozndmil s Augustom Crellom, amatérskym matematikom, ktory zalozil
prvy nemecky matematicky Casopis, v ktorom Abel uverejnil svoje matematické vysledky. V
roku 1827 sa vratil do Oslo. V septembri 1827 bola jeho praca o eliptickych funkciach
uverejnend v Creellovom Zurnale. Tesne pred smrtou mal byt menovany profesorom v
Berline.

Abel podobne ako Cauchy definoval niekol’ko pojmov:
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,Lubovol'ny rad

Vot vty t oty .0

nazyvame konvergentny ak Ciasto¢na suma v, * v, * v, * ...+ v, sa blizi k
nejakej limite s rastlicim m. Limitu nazyvame suma radu. Ak to neplati tak

rad nazveme divergentny a nemé sumu. Z tejto definicie vyplyva, Ze aby
rad konvergoval je nevyhnutné, aby suma v, * v, + v, * ..+ v . sa blizila
k nule s rasticim m bez ohl'adu na n. V akomkol'vek konvergentnom rade

preto hlavny ¢len v,, sa blizi k nule.” (Birkhoff 1973, s. 68)

Abel sa zaoberal aj kritériami konvergencie. Napriklad pre rad c 7y f ¢yt et s
kladnymi hodnotami 7y,7,7,,... uvadza, ze ak sa s monoténne sa zvacSujucim m podiel
Y1/ T, limitne blizi k &islu vi¢siemu ako 1, potom tento rad diverguje s vynimkou toho, ked’
sa postupnost’ {Cm} blizi k nule. Ak sa podiel 7,., /7, limitne blizi k ¢islu f , ktoré je mensie

ako 1 a hodnoty ¢,,¢,,C,,... neprevy$uji hodnotu 1, tak tento rad koverguje. Co odévodiuje
takto:

Zvolime m dostato¢ne velké aby sme dostali #,,, <07, < 7,.,<..<r,, <0r,., . (kde

p <a <1). Odtial vyplyva, e 7,., < @ “r, . Tato nerovnost’ mdéZeme vyuZit a previest na

d’al$iu nerovnost’:

<r \lta +...+a”)< (1_’”0),

r,t v, t.tr

mtn

ktorou sme ziskali horny odhad pre tsek radu bez koeficientov. Vieme ze f <0 <1 a 7e
koeficienty neprevySuju hodnotu 1. Preto mézeme v @ nehradit’ danymi koeficientmi a

dostaneme horny odhad pre tsek skimaného radu:

t.te,r, < L

c,r,tc

m+ lrm+ 1

v k . . row ;. roe -
Z toho, ze 7,,,, <0 "1, a0 <1 jejasné, ze 7, sabude s rastucim k blizit’ k nule a z nerovnosti
vysSie vyplyva Ze suma

cmrm * cm+lrm+l Tt cm+nrm+n

bude mat nulu ako limitu pre rastuce n z coho uz vyplyva konvergencia skimaného radu.
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Pre postupnost’ l'ubovol'nych hodndt u,,u,,u,,....u,,,... ktorych ¢iastocna suma

S, = Uyt u tu,t . tu,

ktora je vzdy mensSia ako nejaka fixna hodnota 0 plati, Ze pre l'ubovolné ¢,,¢,,¢,,... kladné a
zmensujuce sa s rastcim m plati odhad
R=cyu,t cu t cyu, t ...t ¢ u, <dc,
Vieme ze plati
Uy = SooUy = S, = Spoly = Sy = Spyee
Ked’ to dosadime do odhadu pre R dostaneme
R = csy cl(sl B So) * cz(sz B Sl) ot cm(Sm - Sm-l) .
Jednotlivé zatvorky roznasobime a upravime
R= SO(CO - 01)+ S](Cl - cz) +.t sm_](cm_1 - cm) +5,C.
Abel uvadza, ze Ak st diferencie ¢, - ¢,,¢, - ¢,,... su kladné, tak hodnota R je ocividne

mensia ako 0c¢,. Je to vidiet aj z toho, ked’ odhadneme jenotlivé s;< 0 pre i = 0,...,m

R= So(c0 - cl) + Sl(Cl - cz)+ oot Sm_l(C cm) ts,c, < 5(00 - cl) + (5(01 - cz)+ oot (5(cm_1 - cm) tdc,

m-1"
a po roznasobeni sa jednotlivé ¢leny navzajom odéitaju a ostane lendc, .

Z modernej analyzy pozname takzvané Abelovo kritérium ktoré sa da zapisat’ asi takto:

Nech {a,,} je readlna, monotéonna a konvergentnd postupnost’ a nech {bn} je komplexna

postupnost’ pre ktoru plati ze z b, konverguje. Potom rad z a,b, konverguje.
n0 n0
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4 Zaver

Tato praca zhfiia poznatky o vyvoji ¢asti matematiky, ktord sa venuje nekoneénym radom.
Je pisana chronologicky od staroveku po novovek. V niektorych pripadoch som porovnal
vypocty starych matematikov s tym ako by to bolo mozné pocitat’ so suc¢asnymi poznatkami.
Pre citatel'a moze byt zaujimavé poznanie, ako asi pocitali s nekone¢nymi radmi, casto aj
nespravne, v minulosti a s akymi problémami sa museli matematici popasovat, aby sme v
stiCasnosti tieto poznatky mohli vyuzit’ pri mnohych vypoctoch a v kone¢nom dosledku aj v
praxi. Na zaver prace uvadzam stru¢ny chronologicky prehl’ad jednotlivych objavov v oblasti

nekonec¢nych radov, ktoré som uviedol v tejto praci.

tabul’ka Strssbg. 362 (asi 2000 aZ 1800 p.n.l. )

-sucet konecnej aritmetickej a geometrickej postupnosti
Kahunskych papyrusov (asi 1825 p.n.l.)

- stipec desiatich ¢isel, ktoré tvoria aritmetick(l postupnost’
Rhindov papyrus (asi 1650 p.n.l. prepis z 19. storocia p.n.l.)

-sucet konecnej aritmetickej postupnosti, sucet konecnej geometrickej postupnosti
Zenon g Eley (priblizne 490 — 430 p.n.l.)

-aporie
Eudoxos 7z Knidu (asi 408 — 355 p.n.l.)

-exhaustivna metoda
Euklides (4. az 3. st. p. n. L)

-geometricka postupnost’, sucet konecného geometrického radu
Archimedes zo Syrakus (okolo 287 do 212 p.n.l.)

-pri vypocte kvadratury paraboly Eudoxovu exhaustivnu metodu
Leonardo Pisansky (Fibonacci) (1170 - 1240)

-Fibonacciho postupnost’, s€itanie aritmetickej a geometrickej postupnosti
Richard Swineshead (14. stor.)

-v tlohe o zrychlenom pohybe pouzil nekone¢ny rad
Nicole Oresme (1323 - 1382)

-dokézal divergenciu harmonického radu
Nicolaus Mercator (1620 - 1687)

-Mercatorov rad pre logaritmus
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James Gregory (1638 - 1675)
-Gregoryho rad pre arcustangens
IsaacNewton (1643 - 1727)
-vSeobecna binomicka formulu, Newtonova metoda obratenia radov
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
-harmonicky trojuholnik
Jakkob Bernulli (1654 - 1705)
-5 préc o radoch, ktoré vysli pod ndzvom Aritmetické vety o nekonecnych radoch a ich
konecny sucet
Johann Bernoulli (1667 - 1748)
-dokézal divergenciu harmonického radu
Abraham de Moivre (1667 - 1754)
-formula na vyjadrenie n-té¢ho ¢lena Fibonacciho postupnosti
Guido Grandi (1671 - 1742)
-prispel k polemike o s¢itani a konvergencii nekone¢nych radov
Brook Taylor (1685-1731)
-Taylorov rad
Leonard Euler (1707 - 1783)
-vyriesil Basselov problém, vztah zeta funkcie a prvocisiel
Joseph Fourier (1768-1830)
-Fourierove rady
Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857)
-definoval pojmy: postupnost’, sucet radu, konvergentny rad a divergentny rad,
kritérium konvergenice
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)
-definoval hypergeometricky rad
Niels Henrik Abel (1802 - 1829)
-definoval pojmy: konvergentny a divergentny rad, suma radu, a uviedol niektoré

kritéria konvergencie radov

Vzhl'adom na to, Ze tito praca pojednava o dejinach stoji za zmienku poukdzat’ na objav,
ktory urobil sucasny slovensky sofiolog RNDr. Emil Pales, CSc. a ktoré prezentoval vo
svojom diele Angelologia dejin, prvykrat vydanom v roku 2001. Synchronicita znamena, Ze

niektoré javy (napr. rozvoj matematiky) sa deju paralelne v réznych krajinach a periodicita
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znamena, ze javy sa v nejakom rytme pravidelne opakuju. Pales objavil priblizne 500-ro¢né
rytmy v dejinach tvorivosti a doloZil ich existenciu Statisticky v stovkach pripadov na datach
zostavenych nezéavislymi odbornikmi. Existuju v celom rade kultarnych odvetvi u vsetkych
civilizacii a v celych dejinach. Cas a obsah tychto dejinnych rytmov bol znamy uz v staroveku
a pripisoval sa inSpiracii boZstiev ¢i archanjelov ako duchov ¢asu.

Pozrime sa, ¢i aj v dejinach nekonecnych radov existuje rytmus. Data obsiahnuté v tejto
praci sme spracovali regresne pomocou periodickej funkcie. Je to ¢asto pouzivana metdda na
testovanie periodicit casovych radov v chronobiolédgii (podrobnosti pozri v Bingham a spol.,

1982). (Autorom programu je Ing. Alexander Valach)

5950 % medzami

Completed

[¢

FA A

2400 1300 200 900 2000
Year

Tento chronogram je zostaveny z 25 najvyznamnejSich objavitel'ov v oblasti nekonecnych
radov, uvedenych v tejto praci. Na vodorovnej osi je ¢as, na zvislej pocet tvorivych osobnosti.
Obsahuje signifikantny rytmus s dizkou periddy 505 rokov a kulminaciami okolo rokov 1790
pr.n.l., 290 pr.n.l., 1210 n.1., 1710 n.1. Pravdepodobnost’ ndhody je p < 0,0002.

Tento rytmus bol v starovekej angelologii znamy ako rytmus archanjela Rafaela.
K symbolike tohto archetypu patria rekurentné Struktiry v prirode, napriklad ret'azenie listov
na stonke. Je zaujimavé, ze v tychto obdobiach bolo rytmické opakovanie prvkov casto
ustrednym architektonickym motivom, napriklad u gotickych katedral alebo ¢inskych pagod

s rytmicky sa opakujucimi strechami. Pocas rokoka sa tento princip prejavil v odievani.
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Matematické rady maju takito rekurentnti Struktiru a azda zvyseny zdujem o ne a nasledné
objavy boli podmienené aj estetickou zalubou v takychto Struktirach pocas rafaelskych

obdobi.

51



Zoznam pouZitej literatury

Becvar J., Be¢varova M., Vymazalova H.(ed.): Matematika ve staroveéku Egypt a Mezopotdamie.
Prometheus, Praha 2003.

Becvar J. a Fuchs E.(ed.): Matematika v promendch veku. Prometheus, Praha 1998,

Becvar J. a Fuchs E.(ed.): Matematika v 16. a 17. stoleti. Prometheus, Praha 1999
Bingham Ch., Arbogast B., Cornélissen G. G., Lee J. K., Halberg F.: Inferential statistical
methods for estimating and comparing cosinor parameters. Chronobiologia, vol. 9, 1982, p.

397-439.

Birkhoff G. a Mezenbach U. (ed.): 4 source book in classical analysis. Harvard University Press,
Massachusetts 1973.

Boyer C. B., Merzbach U.: 4 history of mathematics (second edition), Wiley, New York 1989.

Fuchs E.: Vyznamny matematikovia 16. a 17. stoleti. In: Matematika v 16. a 17. stoleti.
Prometheus, Praha 1999

Hobst E. a Hobstova M.: Carl Friedrich Gauss — zakladatel' modernej matematiky. Pokroky
matematiky fyziky & astronomie (4) 52/2007, Praha

Hobst E. a Hobstovd M.: 300. vyrocie narodenia Leonharda Eulera., Pokroky matematiky
fyziky & astronomie (2) 52/2007, Praha

Juskevi¢ A. P.: Déjiny Matematiky ve stredoveéku. Academia, Praha 1977.
Kolman A., Déjiny matematiky ve staroveku. Academia, Praha 1968.
Konforovi¢ A. G.: Vyznamné matematicke ulohy. SNP, Kijev 1981.

Kosmak L.: Zaklady matematickej analyzy. ALFA, Bratislava 1984.

Kvasz L.: Dejiny mocninnych radov. Matematické obzory 41/1994, Bratislava
Pales Emil: Angelologie dejin. Sophia, Bratislava 2004.

Stillwell J: Mathematics and its history. Springer, New York 2004

Salat T.:Mald encyklopédia matematiky. Obzor, Bratislava 1981

Trojovsky P.: Koreny a vyvoj pojmu konvergentni ciselnd rada. In: Clovék-uméni-
matematika, Dé&jiny matematiky, svazek 4. Prometheus, Praha 1996

52



Trojovsky P.: Ciselné rady u Bernoulliti In: Matematika v proméndch vékii. Prometheus, Praha
1998

Znam S. a kol.: Pohlad do dejin matematiky. ALFA SNT, Praha 1986

Zdroje z internetu:

http://www.wikipedia.org (marec 2009)

http://www.brooktaylor.net (marec 2009)

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk (april 2009)

http://www.sophia.sk (april 2009)
http://pf.ku.sk/katedry/kmat/data/konferenciasub/pdf2001/Bezakova.pdf (april 2009)

http://news.bbc.co.uk (april 2009)

53


http://www.brooktaylor.net/

	3.11 Joseph Fourier (1768-1830)....................................................40
	                    3.13 Carl Friedrich Gauss (1777 – 1855)........................................44

	3.2.7 Joseph Fourier (1768-1830)
	Bol francúzsky matematik a fyzik známy objavom Fourierovych radov a ich aplikáciou na problémy tepelných tokov. Po ňom je pomenovaná aj Fourierova transformácia. Narodil sa v Auxerre vo Francúzsku ako syn krajčíra a vzdelával sa u benediktínov. Vo vedeckých oddieloch armády prijal výuku matematiky. Zúčastnil sa Napoleonovej výpravy do Egypta. V roku 1822 zverejnil svoju prácu Analytickú teóriu tepla. Z matematiky sa zoberal aj rovnicami a vo fyzike objavil jav, ktorý sa v súčasnosti nazýva skleníkový efekt.
	3.3.2 Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

	Joseph Fourier (1768-1830)
	Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)


